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PRRPATA 


Qursul de faţă este întoomit pe baza programat analitica pen= 
“ru studenţii anului I (zi şi seral) de la Facultatea de Pisică, sta 
împărţit în 2 capitole, diatre care priuele 10 sînt de algebră liniară, 
următoarele două studiază spațiile afine și cele punetual euclidiene, 
Aar în ultinele două. capitole sînt prezentate cîteva alemeate de gsona- 
trie diferenţială. 7 

După o trecere în revistă în ompitolul 1 a prinoipaleloe 
strooturi algebrice şi a modului lor ds manevrare în cadrul algebrei 
abstraote, din capitolul II începe studiul propriu=zia al algebrei 11- 
atare. In capitolele 17, III, IV, V atat prezentate noțianile de spația 
waotorial, bază subopația vectorial, aplicaţie liniară şi formă intari, 
apaţiul dual, spaţiul bidual, o atenţie doosabită acorâîndu-ae tensori- 
lor, Tensorii sînt prezentaţi atit oa forme multiliniare (punotul de re- 
ders geometric) cît gi cu ajutorul prodeselor tensoriale âs spații ves- 
toriale (punotul de vedere algobrio), Ia capitolul VI sint studiată foare 
mele multiliniare axtioimetrioe şi ca an cas particular, detorminanții 
de ordinul n peste an corp oarecare, Capitolul VII este dedicat unui 
scurt studiu al sistemelor de ecuaţii liniare ou coefiotenți într-un 
corp E, subliniinâu-ae legătura dintre mul ţinea soluțiilor unui astfsi 
de sistem şi subapațiile, respectiv varietățile liniare din m, 

In capitolul VIII sînt studiate fornele pătratioe, înâieîn- 
du-se metode de reducere la forma canonică, cit si probleme speoitioe 
legate ds studiul formelor pătratice (respectiv al formelor pătratice 
bermitice) pe spaţii veotoriale reale şi compleze,. A 


După ce în capitolul Ii aînt prezentate spațiile ou produs 
goalar, reale și ooupleze, fiind studiate formele liniare, biliniare 
şi operatorii liniari pe m astfel de spațiu ventorial, în capitolul X 
po trece la determinarea formei oanoaioi a unui operator lipiar, Sînt 
atudiaţi separat operatorii liniari, pa mpaţii vectoriale zenle şi com- 
pleze, cercetîndu-ze în ce sondiţii matricole lor ae pot pune sub forma 
canonică diagonală, tespestiy bloa- Atagonală. Un paragraf este destinat 
formei normale Jordan n operatorilor liniari pe spații veotoriale coa- 
plexe, 

Capitolul Zi este destinat studiului spațiilor afine pi a ce- 
dor punctual euclidiene, a aplicațiilor afine gi a isomatriilor, tar în 
capitolul XII sint studiate bipornunâricale, făotnău-ee atît o olasifi- 
care afină, cît pi una euolidtană a lor. 

Ia ulţinele două capitole aînt pre zentate principalele elenen- 
ve pe care ae bazează studiul curholoe şi nuprefețelor într-un spațiu 

. punctual euolidian, 

Piecare capitol conţine exemple gi aplicații, care sînt utile 

în înțelegerea vlementelor aflata în discaţie, Toate propoziţiile şi teo- 


renele din curs nînt deronstrata în dotaliu, 


PU 3 


CAPITOLUL 1 2 


Structuri algebrice 


Acest capitol are ut carnotor introduotiv, Bint asintite 
prinoipalele tipuri de strueturi algebricet rup; înel, corp, punia= 
du-se în evidenţă principalele lor propristăți, Sint prezentate noțiu- 
ile de grup factor şi inel faotor și mint date teoreele de itonorfiia 
pentru grupuri gi inele. 


41. Grupuri. 


Definitia. Pie N o mulțime nevidă. 96 huneyte Jaga. de oda 
Asia internă sau operaţie alrebrigă internă pe mulţimea N e aplicație 


Pe uz —u, (ape fe) 


Pentru orice x,y EH, elementul P(x,y)EN ne numeste coupunal lui e 
cu g. Legile de compoziție fnternă se notoasă de obieei oa ansi de 
semnele: +, dev A ate, - 

Mai des întiilnite ninti legea aditivi, notată cu +, în aoort 
as compunerea numindu-se adunare, precua și legea pultiplicativă, ao 
tată ou + , compunerea a două slenențe nusindu-=> produsul lor, 


Exemple. 1. Pe mulţimea N, e numsroiov naturale, sdunaregi 
produaul sînt legi de compoziţie internă, Scăderea nu ente o logo de 
compotiție internă pe BI, nefiind definită pentru orice pereche da name 
re naturale, Si 

2) Adunarea, scăderea pi înmulţirea, aînt legi de compoziția: 
interni pe mulțimea 2, a numerelor tati. 
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î d 
3) Pie M o mulţine novidă ter 2 mulţimea părților sale, 
- Reuniunea și intersecția sînt legi de compoziţie internă pe mulțimea 
Po deoarece pentru orice două mulțimi Wu e » 0, Uwe Pt) 
gi 40 we 9. 
3) Pio Bo mulține novidă și Sia) =(£ |: —s]. 
aplicația 7(2) x F(a) — Fin), (2,5) set pentru orice 
1.se (8) este o lege de compoziţie internă. (compunerea funoțiilor), 
5) Pie 1 o mulţine oarecare, Ge notează cul =(f|f 1 I-a] 
Pe/Bl se poate introduce o lega de compoziție internă aditivă, Astfel 
dacă £,s € Bl, detinin £ + ge Rl prin 


(fra) (x) = £(x) + s(z)  zer 


î+g so numește suna funoțiilor £ şi g. 
Analog, pe al se poate introduce e lege de compoziţie multiplicatiră, 


Dacă £,g €Rl, detinin f.seRi prin: 


(£.8)(2) = £(x) . ala) Y zel 


1.8 se numeşte produsul funoțiilor £ şi gs. 


Definiţie. Pie i o mulține însestrață oa > lege de compoziţie 
internă “P . 0 subnulţine 8 a lui W ou proprietatea că pentru orice 
x,y 8 (x,y) € 89 se numeşte parţe atabilă a 10i M în aport cu legea 
de compoziție $, 


Exemple 1) Mulțimea 37 = (2 Ixea) C 2 cate o parte stabilă 
a ui 3 în raport ou adunarea, Intr-adevăr, dacă z,y € 52; x = 3k, y = 3h 
ou h,k€Z atunoi z+y = 3(k+h) 32. 
a 2). Pie a,beR, a<b, Mulţinea 0%([a,b],8) = ele lao], 
£ continaii oste parte stabilă a mmtinti B[&+0) (e | ei[a,b) —— a] atit 
în rnport cu adunarea cît şi în raport cu înmulțirea funcţiilor, întrucît 


=> 


suna (respectiv prodosul) a două funoțit continua pe intervalăl. 
sate tot o funoţie oontinuă pe întervalal (a,b). 7 

Detiniţie. Dacă SSW sate o parte stabilă în raport oa „10 
de compoziţie internă i uzi —-u, atanoi po 8 ss-ponte 
lege de compoziţie Pi + 8x8 —» 8 prin 


cp) = Plaza)  F. xy 
“?! se numeşte legea de conposiţie indusă pe 8 de 


+ Definiţie. Pie N o mulţime nevidă şi Okzu—a 
ae conposiție internă pe îi (os asooiasă perechii (x,)euzk 


“notat xy € W), Spunem că legea de compoziţie 0 cate ascoiatiră da i 
pentru orioe 1,y,s EH avon: 


x (7 *5) = (xeg)ese "i 
Dacă legea de compoziție e notată aditiv, senat din dusat tg 
de nai „sus devine: 


Ep (+3) = (ao) + 2 V xyz eh 
iar dacă e notată multiplicativ: i x, 
x(y2) = (ap) 4 xaeu. ai 

Exemple. 1). Adunarea gi înmulțirea în mulținea numereloe | . 


"turale şi întregi sint legi do oomposiţie internă asocistive, Boădazea 
numerelor întregi tu este asociativă, deoarece roiația; 


z-(7- aa (ua 


nu e în general adevărată pentru orice Stea de numere îptregi stil (ai 
2) Pe mulţinea părților unei mulțiui 4, Pi reaniunea și 3 
intersecţia sînt legi de compoziție internă asooiative. 


3) „Compunerea funoţiilor, considerață ca leze de compoziție 
tavernă pe ul inea Fin) = jel i 8 ——aente asoctatiră. "ă 
Observatie. Dacă mulțimea W este înzestrată cu o iege de E 


poziţie internă aaooiativă, notată pentru simplificarea sorierii n alti. 


plicativ, se poate defini produsul unui număr finit de elemente 
Xpooeeeta EH, notaţ: 


a 
ae ăi Fă Și x, 


iz 


Produsul e definit prin recurenţă astfel: pentru n = 1 6] este XA» Ancă 
e cunoscut produsul Xa: Xpoq 80 defineşte: 


E a Si (4 neo XpodXp 


Pentru xEH şi n 31 produsul lui x cu el însuşi de n ori se notează x, 
Dacă legea de compoziţie internă e notată aditiv se defineg- 
td analog suma 


Li 
Xp tos. * =) a 
1=1 


a - 
iar pentru Xp eee Xp a x, suna PA se notează nr, 


Definiţie. Pie .0 o lege de compoziţie internă pe mulţimea 
nevidă M. Spunen că legea este comutativă dacă pentru orice z,yeM avent 


Xxoya ge, 


Exemple 1). Adunarea şi înmulțirea pe mulţimea numereioz na- 
turale şi întregi sînt legi de compoziţie internă comutative, Scăderea 
pe nulținea numerelor întregi este neconutativă, 

2). Reuniunea și intersecţia pe mulținea părţilor unei mul- 
ini u, P (M) sînt legi de compoziţie internă conutative. 


3). Compunerea funoţiilor, considernaţă ca lege de compoziţie 
internă pe Fm = (e |: 828— E] nu este conatativă, Intr-adevăr, 
fie E=R și f,ee (8) definită prin: f(x) = că, g(x) = xl. 


Atunoi 
(£ = 6)(x) = tata) = el 


(o £)(x) = (ea) nete 1 
deci fogA got. 


Definiţie, Pie 0 o lege de compoziție internă pe mulţi- 


msa nevidă M. Spunen că logeu o are element neuţeg dacă exiaţă an 
- 
element ee astfel cat : 


Ioo = poxsz Y xeu 


eorena 1 Dacă o lene de compoziţie internă are element 
neutru, atunoi acesta e unic. 
Demonstraţie. Fie prin ipoteză e şi e' două elemente neutre 


pentru o lege de compoziţie o pe mulţimea WM, Atunoi, din faptal că e 
este elenent neutru pentru O avent: 


iar din faptul că e' este element neutru obţinen: 
cc! = ice = e 
Rezultă că e=e' « 


Dacă legea de compoziţie e notată anltiplicativ, elementul 
neutru, dacă există, se numeşte element unitate și se notează de obi- 
cei ou 1, Dacă legea de compoziţie e noţată aditiv, elementul neutru, 
dacă exiată, se nunelte e)enent nu) și se noteasă de rhioei cu 0, (au 
trebuie confundate elenentul nul respectiv elozentul unitate cu  nume- . 


rele O şi 1, în afară de cazul oînd mulţimea N oonniderată e o mulține 
de numere. j 


Exemple 1). Runăirul O este. elementul noutru pentru adunarea 


numerelor întregi iar numărul 1 este elementul neutru pentru înmulţirea: 
numerelor întregi. 


lo - i 


i 2) Pe mulțimea părţilor unei mulțin! T, Pe) elementul non 
tru faţă de reuniune este mulțimea vidă iar faţă de interseoție esta 
mulţinea ki. . 5 
A 3) Aplicația identică Tdg i E — 8, Iâg(z) = x pentru 
A orice zsE este elementul neutru pentru compunerea funcţiilor, conslin- 
“Fii zată oa lege de compoziţie internă pe mulțimea F(E) = ele Be], 
Observație. Aa văzut că pe o mulţime W înzestrată cu o ler 
„de compoziţie anociativă se poate defini compunerea a n elemente, net. 
Dacă legea de compoziţie internă are gi element neutra, puten datini 
Compunerâa și în cazul n = 0. Mai precia, se definește compunerea unei * 
mulţini vide de elemente din M ca fiind egală cu e. In partionlar, dci 
să legea de compoziţie e scrisă multiplicativ, avem x0 = e (sau x = 1) 
pentru orice xEH, Dacă legea de compoziție eate norieă aditiv, atunci 
Ox = e (sau = 0). i 


Propozitia 2, Pio Mo mulțime însentrată cu o lege de orr-. 
a ț tate 


Pentru orice acu, n,nefi aren: 


' a a 3 4a a 


3). (a 


Demonatrație, Roanintin că: 
l'dacă n=0 4 
ah „def DEI : 
Ț a “sa dacă n>0 


Na fi auficienţ să arătăn că pentru ne fixat afiraaţiile aînt adevă- 
5] tate! oricare ar fi „GE. Demonstrația se face prin inducţie o. pletă. 
3 1) In cazul n = 0 aven: 


aa? = Fi Ss s = go 4 i & 


„_» ax dacă n >0 şi presupunen proprietatea 2) adevărată pentru a-l, 


Pie 230. Presupuntnă proprietatea 1). edevărată pentru a-l avea, feo 
sind asoosațivitatea legii: Ă . 4 


e Eă 


ame, (al a) e (ae ad) ae aaa 
Deci ah, ah = a%*h pentru orice n natural, „Puzat (ans arbiteae)e 
Rezultă că a* + ah = a%t2 oricare ar fi anca. 


2). Analog, dacă n = 0 avem: 


(a2)0 ada . F pa:0 


obținen: £ 
- (092 e (08), e ae), sa Cita a 
Rezultă deci că proprietatea 2). este adevăzată entre orice ea i 


Observatie. Dacă 1egea de cenpesiție aseoiativă ca ate 
„mutu este notaţă aditiv avem conform “definiției 


Mei 


(n-l)ara dacă n>0, 
şi relaţiile 1) şi 2) din enunţul propeziției 2). devin - 


11). a + na = (mn)a O Ș acu, -a,nen 

2). n(ma) =(nma î 
Dofiniţie, Pie O o lege de compoziția internă cu element 

neutra e definită pe o mulțime N și xGU, Spunea că ma element tea 
cate an gimetrăe al lui x dacă: TI 
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Cînd legea de compoziţie este notată multiplicativ,von 
spune element inversabi] în loc de simetrizabii și element invers 
în loc de simetric, inversul lui x se va nota si, Dacă legea de con- 
poziție e notată aditiv, von spune opugul lui x în 100 de sinetricul 
lui x şi von nota opusul lui x cu =x; 


Teorema 3. Pie O 0 lege de conpoziție intemă asociativă 
Su element neutru, definiță pe mulțimea MW. Dacă xeN are up eleaent 
simetrio, atunci acesta e unio. 

Demonstraţie. Fie x', x” € MW două elemențe aimetrice pentru x; 
Atunoi avea: 


Xox! = 2'02 = e 


zor ax"oz = e 
unde e este elementul neutru, Legea fiind asootaţivă, rezultăt 
x! = xtoe = 10 (xox”) = (x'o x) o x = pop" a 


ceea ce încheie demonstraţia. 


Exemple 1). Deoarece see = e, elementul neutru este sine- 
trizabil și simetrioul său este tot e, In notație aditivă avem: 2 =0 
pi în notație multiplicativă 1 


2), Faţă de adunarea numerelor întregi orice element admite 
opus. Faţă de înmulţirea numerelor întregi singurele elemente caro au 
invers sînt 1 şi -1, 


Li 3). Faţă de compunerea funcţiilor din ?w = (e | sia —e) 
singurele elemente invereabile sînt aplicaţiile bi jeotive (deoarece 
se ştie că o funoţie £ : B —=E este invezaabilă dacă şi numai dacă 
este bijectiră), 

Observaţie. Dacă mulțimea M esţe înzestrată ou o lege de com- 
poziţie internă asociaţivă notată multiplicativ iar xEN este un element 


13 
inversabil puten definit 


= i ai 


In mod analog, pentru o lege de compoziţie internă asociativă notată 
aditţiv şi xEM elenent ce admite opua -x definin: 


(-n)zx = n(-x) az. 
Bate evident că x" este inversul lui XP, decât 
(DP) sa 
şi n(-x) cate ai sui nx, deci: 


-( na) = n(=x) 


deorema î. Pie O o lege de compoziţie internă asociativă 


(a) az, 


Demonstraţie, 1). Folosind ascoiativitatea legii şi defini- 
ţia simetricului, avent: 


(poz!) e (x o 3) =! o(zioz) o y = po (eog) = gioy -. 
Şi analog, 


(xoy) o (y'e x!) = xo(goy')ox! = xo(ooxt) = xox! =e 


13. 


Rezultă că xoy cate aimetrizabil şi y'ox' eate simetricul lui. 

2). Rezultă din definiţia elementului gimetric şi din unici- 
tatea lui. i 

Dacă legea de compoziţie e notată aditiv, relayii1e 1) şi 
2) din teorema 4 se scriu astfel: 


(2x07) = (x) + (-) 
7) = x 


iar dacă legea de compoziţie a notată multiplicativ; 


Von folosi de asemenea convenţia de notație: x-y = x + (-7) 


Definiţie. 0 mulțime novidă M înzestrată cu o lege de compo- 
siţie internă: 


0 Nzu—u ,  (xg)m—xoy Y xy en 


ge numeşte monoid dacă legea satisface următoarele condiţii, numite 
axionele monoidului: 


1). (xog) o s= xo(yes) V xgs eh (asooiativitate) 
2). (3) eu astfel ca xoe = cox= x V xcu. (existenţa 


elementului neutru) + 
Dacă în plus e satiafăcută şi axionat 
3), xogagyox VU x,y EN (conutativitate) 


spunem că monoidul este comutativ, 


] : * 
Exemple. 1) Mulțimea numerelor naturale, N cu operaţia de adu- 


nare (respectiv de înmulţire) este un monoid comutativ, O fiind elemen- 
tul nul pentru adune (respectiv 1 fiină elementul unitate penţru în- 
pulţire, Ă 
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2). Pie M o mulţine novidă, Wulţinea părţilor lui 4, P(u) 
ou reuniunea (regpecţiv ou intersooţia) este un monoid comutativ., Mul- 
ţimea vidă este elenenţul neutru pentru reuniune, respectiv mulţinea 
M coste elementul nsutru pentru intergeoție, 

3). Pie B e mulțime novidă iar F(E) = felu 2—s 
Sia), cu operaţia de compunere a funoţiilor este un monoid, Elementul 
neutru este aplicația identică. Dacă E are cel puţin două elemente, 
acest monotd nu este comutatir, 


Definiţie.0 mulţine nevidă G înzestraţă cu o lege de 0oupo= 
siţie internă 


010x0 —=0 , (x) ozoy + xyee 


so numeşte grup dacă legea satiataoce următoarele conăiţii, nuniţe 
axionele arupului 


1). (xeg)os=,xo(yoz) YU x,y,z  (anooiativitate) 
2), 3. ee astfel ca xces= cox=x Y re 
(existenţa elementului neutru). 
3), XV xec, 3 x'EG autfel oaz ex! =x'oz=e 
(orice element din G este simotrizabil) 5 
Dacă legoa e şi comutativă, respeotin 


4), xoy = gox Ș. x,yec 


atunoi grupul se numește conutatiy sau absliane 


Observaţie. Orice grup esto în particular un monoid, Există 
exemple de monoizi care nu sînt grupuri, Astfel, mulțimea U a nUuners= 
lor naturale ou operaţia de adunare este monoid, dar nu cate grip, 
nefiind satisfăcută axioma 3), de existenţă a simetricului pentru 
orice element xi, De regulă von folosi notația (0,0) pentru a pune 
în evidenţă faptul să mulțimea G sute. însasi cu struotură alge- 
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brioă. de grup în raport au legea de compoziţie îinternăp, 


Exemple. 1)(2,+), (Q,+), (8,+), (0,+) ant grupuri vonutn- 
tive. 2) (87.) , (8%,.) (0%,.) unde c 
Q = 0440] , R'= R4(0], €î= €1(0] aînt grupuri comutative. 

3). Pie B o mulţime nevidă, iar S(E) =(£|t1 8-8, thi- 
jeotivă ].8(2) ou operaţia de compunere a funoţiilor este un grup,nunit 
grupul aimetrio si mulțimii E. Intruoit compunerea a două funcţii bi- 
jeotive e o funoţie bijeativă, operaţia de compunere a funoţiilor este 
într-adevăr o lege de compoziţie internă pe 8(E), Elementul neutru cate 
aplicaţia identică, iar simetrioul lui .fe8(£) este funoţia inversă £7, 
Acest grup nu e comutativ (daoă E are cel puţin două elemente), Dacă 
Ba (12peesa) S(E) ae notează 5, pi se numeşte grupul permutărilor 
de n elemente (sau grupul aimotrio de grad n), 

4). Pe o mulține formată dintr-un singur element avea o unic” 
atruotură de grup, în oare elementul reapeotiv eate elementul neutr” 
Acest grup se numește grupul unitate (în cazul notației multiplicative) 
respeotiv grupul nu] (în cazul notaţiei aditive), i 


Regului de caloul într-un grup 
Propozitia 5 L tru ori. 


abc €0 avon: 
1). ab = ao =—pb=o0 (simplificarea la stînga) 


2), bea = 0ca =—pb= 0 (aimplifioarea la dreapta) 


Demonstraţie 1), Pie e elenenţul neutru al lui G, Aţunot, 
dacă a' este simotrioul elementului a, aveai b = eob= (a'oa)ob = 
= a'o(acb) = a'o(no00) = (a'1oa)ooz goono0, 


Ahalog se demonstrează şi a doua implicație, 


Deorena 6 Pie G o mulțime nevidă înzestrată cu o lege de 
ompeuiţie internă asociativă. Sint echivalente: 


1) (6,2) gate un grup» 
2) „X subef, ecuațiile acx = b ai rea = b au nolutie 
unică în Ge. 
Demonstraţie, 1) => 2), Pie a'e G simstrioul slenentului a. 
Atunoi x = a'o b este o soluţie a couațici aox = b, Analog, y = boa! 
este o soluţie a eounţiei yoa = b. Intr-ndevărt 
ao(a's b) = (acat)eb = oebab 
gi 
(boa')e ama bo(atoa) a besa=b 


Presupune acum că ecuaţia acx = b ar avea două soluţii diatinote 
XX €G. Deci 


b = aox = ax 


Aplicând propoziţia 5, punotul 1) rezultă X] = Xa 9i deoi obținea o 
contradicţie, Analog se obţine faptul că ecuația gea = b are aolu» 
ţie unică, i 

2) = 1), 1). Vom atabili întîi existenţa elesentului neutru 
ee în raport ou legea de compoziţie * . Cua ocuația asx=a are 
pentru orice a€Q soluţie unică (oonfora ipotezei 2), von nota aceas= 
tă soluție ou ee Deoi ace, =, a. Arităn că e, nu depinde de s, Fie 
b oarecare în G iar n unica soluţie a ccuaţiei goa = b. Avon, atunol 
în baza asooiativițăţii legii de compoziție: 


bose, = (sea) o e, = 2(a.s,) = soa . db 


Intruoît de aioi rezultă că o, nu depinde de a, îl von nota cu e, Pu- 
tem deci afirma că există un unic eleuenţ se asttel încît xzocea x 
pentru orice x80, 

Analog, pornind de la faptul că souaţia gea = a are o unică 
soluţie ea pentru orice acc, deoi ei oa=a se arată că e, nu de- 


pinde de a. Va rezulta că oxiată un unio element 9'€0 astfel încit 
e'o x = x pentru orice xeG, 


i 
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Demonstrăn acum că e = e', ceea ce este cohivalent oua afir- 


ma 0ă e este element neutru pentru legea de compoziţie "o". Intr-adarăr, 


cun x = x pentru orice x rezultă în particular e'-e.c! iar 
din faptul că e'e x = x pentru orioe xe0 rezultă e' e. = e. Obţinen 
deci faptul că e =e', 

11). Btabilim acun existența aimetricului pentru orice ele-— 
ment ae. Din ipoteza că ecuaţiile acx = 0 şi ygea = au soluţii 
unice în G oricare ar fi acG,rezultă că existi eivnentele unior a'eG 
şi a"eG astfel ca: 


asa! = şi aoua=e 


Folosind acun ascoiativitatea legii, obţinent 
a! = oa! = (a'0a) a! = a'o(aca') n ace" 


Deoi a! = a" şi este ainetricul elementului ae. Prin urmare, în 
orice element cate simetrizabil, 
An atabilit deoi că G este grup. 


In notație aditivă afirmaţia 2) a teoremei 6 devine: 
2'), 3 a,ben, ecuațiile a +x=b şi +a = b au soluţie unică în, 
iar în notație multipliocativăt 
2"). V a,beG, ecuaţiile a.x = b şi ea = b au soluţie unică în. 
Observaţie. Dacă (G, + ) (rempsotiv (G,+)) ate un grup, în- 
truoit legea de compoziție este asociativă, ou element,neutru, afirma- 
Şiile stabilite anterior pentru produse iterate (reapeotiv sune itera- 
te) rămîn valabile pentru grupuri, Mai precis, aven următoarea 


Propozitia 7 Pie G un grup multiplioativ şi a€G, Atunoi, 
pentru orice nn S 2 avon: 


ia e aa 


2) (a a d, 


a fn ret DI 


Denonntzatie, Dacă m,ne afirmaţiile rezultă aie doăalia 
ziyia 2, Presupunem acum că unul din expononţi este negativ şi de= 
monatrăn afiraţiila prin inducţie 
1) Pie mn€2 şi n<0. Daci n = = tar n >0 (arbitrar, dar 
fizat) avon 


Al a (2lux) e xl e Pl (xx) a i 
Dacă isa, fie n= 3.20 atunoii 
Axl a ai ad a (Pus = (3 CI prlue9-l » si 
Presupunem 0ă formula 1) cate aaoviaVa:paataa n » 0, 220 i 0 tm i 
bilia pentru n = (741) | 
Pl a (af a (Ar a 
m tură a painea 


„Tm mod analog se dânonstrează şi formula 2, 


Din propoziţia 7, formula 2), rezultă în particular că ee 
orice a€G, n€2 avent 


CC a E nu pă 


. 


“ Dacă G eate un grup săitiv, acG şi une 3 relaţiile 1) gi 
2) din propoziţia 7 devin: = 


Ă e ma + na = (atn)e 
21) n(na) = (nn)a 


De asemenea, din 2') rezultă în particular 
= (aa) = (one 


pentru orice nc2, aeâ. 


% 
3 
Li 
FER 
. 
i 
pă 
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Subarupuri 


. 


Definiție. Pie G un grup. O aubmulţine nevidă i a lui G ae 
numeşte aubarup a] grupului G dacă legea de compoziţie din 6 induce po 
H.o lege de compoziţie în raport ou care H eate grup. 


0). Ș x geH —pxoegesE 


b), 3. xi —> a'ei 


3). H sațistace conâitia 17 x,yei —xog'ei. 
(x'este simatrioul lui x în raport cu legea de compoziţie "o" dr pe G) 


Denonatraţie, 1) —=> 2), Cum, prin ipoteză, legea do compo= 
ziţie din G induce o lege de compoziţie pe H rezultă afirnaţia a). le- 
uea indusă posedă element neutru, ai antfel încît aox = xca= x 
pentru orice xi, Cum această condiţie e satisfăcută în puazticular 
pentru x = a, aven aca = a, Fie a' ginetrioul lui a în H. Atunci, 
dacă e este elementul neutru al grupului G avem 


e: aca! = (aca)oa!' = ac(aca') =ace =a, 


In oonoluzie H conţine elemenţul neutru al grupului G, care este chiar 
elementul neutru al lui H faţă de legea indusă, Cun H eaţe suberup,pen- 
tru orice. x SH există sinetrioul gău x'€E E care coincide cu ainatricul 
dui x în G datorită uniocităţii simetrioului, Deci o verificată şi cen= 
diţia b), 

2) ——>1) Din condiţia a), pe care o presupunen satiatăcută , 
rezultă că legea de compoziţie internă a lui G induce o lege de compo= 
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ziyie “pe = oare ese anooiativă, legea din G fiind asooiativă, Din von= 
: diția b) rozultă că pentru fiecare xeli aven x'CH, deci zor! = 6eH, 
Deoi H împreună cu legea irdusă este un grupe 


2), = 3). Pie x,yeHi oarecari, Din condiţia 2 b). rezultă 
că y'€E EH iar din condiţia 2 a), rezultă vă xog'el,. 


3). — 2), Pie xeH arbitrar, Din condiţia 3), rezultă că 
e a xox'eR, Cum e , xei rezultă acua că or! = x'e.H, adică e vse 
rifioată condiţia 2.b). Dacă x,y rezultă că x,y! € A deoi, contora 
ipotezei, xe(3')' = xogeH, Am verificat aatfel și condiția 2.m), 
le In oezul notaţiei aditive condiţia 3 a teoremei 8 devinet 


Ş xgecn=—par-ysH 


iar în notație aultipliostivăe K 
TF z3ch = a: sea 


De regulă, această soniiție e foloaită pentru a vorifioa că 
| o aubmulține a unui grup este ui auberupe 


4 Examplei 1), Pie G un grip și e elementul său neutru, Submul- 3 
ținile fe] şi G ale du G aînt subgrupuri numite guberupuri improprii | 
ale lui 0. Orice subgrup E al lui G diferiţ de & şi (e) se numeste 
uubgrup propriu. 

2) (0, =) Ziina un grup multiplioativ şi x6G notia 
<a da (x |uea], <x > ante un aubgrup comutativ ai lui 6 musit i] 
aubarupul oiolic al lui G generat de x, Intr-adovăr, dacă a,bec, 
atunci a = 3, ha oub,k 2, Deci able (le ,xEa i 


a hkaz>. 


3). Pie 163, n >0 și = (seca = 1]. U, eate un aub- | 
grup al grupului (C?, +), Introadevăr, dacă 2752 EU, atunet: e AI 


(ape (azD)R să, (3 n să „(adi a 1 


(da. sa/oaa fase.a | 


3). (2,0) Sind gropul' aâttiv aa aumerelor întregi Ji idei 

, na (uk | ks2] este ua subgrup al sia, Intr-adevăe, dacă jenă 

x= mb, y = nk cuh,keă şi deo: 

i poganmb-nks=nbb)enă 

Mai mult; avem uraktoaroa: 4 

N aattel oa n = | 

 Dasonatratie. Dot 1 = (0) (aber a); steaat mp 2 0, 

5 0. Promupunan că îi 40], Atunei există nai, n 40, Dacă 

xesultă -acE, întruoit A oste subgrup, Potau deo afirma că xi 

întotăeaa în E nusors întregi positive. Pis n, = min[ net] nev! - 

iul îg exietă întraott A e bise ordonată, Yoa dononotra Că 

Pie deci z&agii £ = sd, ou pe. Reasiatia că: 

poor (9 Vermeat) dacă p>0 Ş 
o dm 970 
(on) ee t(-ap) (-9 termeat) dacă p <0. 
mit Bget, pesuătă că 2 = Mppeti, A fiind mn sogrie A dat (0), 
SR. 

„. Beoipeoa, fie zei, Conturi teoreasi. îapărțirii tatregi în 2, 


i 


To hgq+ ai gate, 0srch Si d . 


Dă 0ă 2 = 2 = mpa, Dar oua ip eta cel sai Ac: tatreg pozitie 
Bz E Apă ee ea ml. In coneluate, Ridgt si desi pă, 


a a Mit n A e 
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Mortiane de _srupuri, 
Definitie. Pie (6,1) şi (Ga, T) două erupuri, O aplicație 
£ 1 6, —>2-se numeşte martiaa de grupiri dacă satisface condiția: 
N 7 EG, f(x) = ta) Te). 
Un sorfisa £ de grupuri se numepte morfiea injaotiv ama moreno 
dacă aplicația £ este injectivă și morfisa curjaotie sau epimoitiea 
dacă £ e aplicația surjeotivă.Un morfisa bijootiv se naseşte jzogortiae. 4 
Vem spune că grupurile (G,, | ) și (4, T) stat inoate pi vom sozte j 
0,20, dacă între ele există un icomortian £ 1 6, 02, Dast 0, = dz, | 
un morfisa, de grupuri £ 1 Q ——G se numeşte epdonortiia al lui 4. Dacă 
în plus £ e bijectiv, spunea că e ua automortian ai lui 6. 


Exemple: 1) Intre grupul aditiv al numoraler întregi (2,+) 
gi un grup multiplioativ sareoare (0,.) definin aplicația 


ea—0,. tan 3 ae3 


a 0 fitaă un element fixat, Aplicația £ oste'un mortisa de grapurie | 
Introadevăr, pentru erice a,n€z arta: 


(mea) m at e ah = (a). (a) 


2). Pie (2,+), grupul aditiv ai numerelor întregi, pentra | 
orice a€2Z fix, a 40, dafinin aplicația: 


213——7, aa Ț tes 


? este un endomorfiaa al grupului aditiv (3,+), 
Intr-adevăr, avon pentru erice kb 


2(eh) n ah) = uk + ah = 17%) + £(h) ! 


3). Die (4,.) an grup multiplicativ axbitear și ac fix, 1 
Aplicația ? , | 


Ei 
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Mare—a, pt) cama Y xec 


Pata sa e ca d ca a) sfat). pu) 


cate ca andemoreisa, Dacă Pula) = Pula), aaa atunete 


PDORltă 2 = 7 pi pi este ingeotasă. 

„Rate ame e a aaa ee pregeentae a 
De ate reari 7, mot cpu cate pi ame 
DN Metan, Ea) » 
„ntre ea +) şi srepa (a, 
 Tatrcader dacă z,7ea are: 


Y. xeR cate m iscnortisa 
pod unde aa antet 8, « [zen |x>0) 


ag 1 Eco) «e, A i 
DN  2. a) = Cota) 


ii ze 


0 RR . 
- (on 2! an nota Bimetricul lut x 
Lut ela) în aj), 


i 


în G, dar cn (£(2))% oimetmien): . 


în e AI 


imaginea norfismului £. 
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Demonstraţie, 1) Pentru orice red) avem 
£(x) = top 13) = fe) Tea) 
Dompuntnă relația la dreapta ou (î(2))” avea: 
oa = 22) T(e(a))" = (eco) Tita) T (e) a 
„m ele) T (eta) T(e(a))9) = ete) Top = €(a,) 
2). Din relațiile: 
tat) Ta) n tata) n to) n ae 


1(2) T 2!) = tra) = 2(e,) = e 


resultă, folosind unicitatea nimstrioului, să £(z') = (eta), 


In general, dacă £ : 0, —Gp este e aplicaţie de mulţi, 
se detinese: Ă 


a). Pentru erioe submulțime 320), imaginea dtraotă a au)- 
N n : e 


200) = (700| 3. zen: ttjsc;: 


N) Pentru orice submulțime £ S 02, imaginea reciprocă e mud- 
ținii E prin aplicaţia £i 


a) = (aca, | t(Det]sa, 


Meorenma 1]. Pio t: 4, 4 un morfisn de grupuri „Atunoi: 
1), Dacă asa, este an subgrup, f(1) S 4% este un suberip. 


In particular, In £ = £(0,) este un subgrup ai lui 9p+ Ta £ se numeşte 


E | 


mortismului ?. (oc, este elemantal neutra 4 2ui 62). 

3) Dacă £ este mortisn injectie, Gps In £ 
: 4) £ sate mortiea injeotiv dacă şi numai ducă Cer fe(+g | 
este elementul neutru si grupului 6,),. i 


Demonstraţie . Pentru « uşura oaloulele ne von folosi dn ne 
Sittisăi pootra legile dn compoziție pe 0, și 0, (Mat a tote» 


"aa Cuu £ este un mortisa de grâpuri iar EEG, ua 


77 = Ya = 2) = 2(aa) = £m-xp) € 20) 

RU) G6a ate migr. Om 8, cata și tnngt agp (perii 
| în particular oă Ia £ = 2(G7) asta un subgrap. 

2). Pie xx E Â(R). Deci 2(x)), €(zz) EX si ama E 
„este an aubgrup iar £ mertisa e grupuri, arani 

(x) - 22) Li 2x72) = d 

xy = xpetin şi 2"A(1) este un subgrup. 

Za particular, în notație aditivi, Da 


Se a 2ni 
3). Presupunem că £ cote un ortisa injeotiv, Atunci aplioa- 
A u 2 Alee print iii) = 2(x) pentru nec. Bet. 
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3)."7i8 £ ua mortisa injeotiv de grapuri. In notație adi- 
Vivă, Ker £ = (xec, |£(a) = 06, » „ Deoi pentra ertoe x elor f avea | 
1(x) = da „Dar şi 207.) = %, cenfera propoziției 107 1). £ fiină | 
mortisa Sigrid, x = 00, şi deci Kex £ = (00, + 


Reoipreo, presupunea că ker £ = (00, ] şi fie s7e, si i = 
1(2) = 2(7). Rezultă 


1(27) = 2(x) = (9) = Da 
pă dani 2 = 7 E Ter £. Atumet £ = 7 = Op, 0etm ce imită = = 7 și să 
în oenoluzie morfianul f aste injootiv, 


Bremplu. Aplicația £ i E —= 6%, poe e ama fe ma ] Ă 


pentru serice k€2 (ne fixat) este un morfisn si grupului (2) ta 
grupul (0%,,), Introadevăr, dacă h„Xea, avea i -$ 


ten) a one ZUM + 1 ata 20000. ex) » 2) E | 


Pentru acest morfisa, 


Xer £ = (ez |t(X) = 1]=(rez|k = np, pezj= na E 
Ta £ = sec” |(3) kez: a = oma 82 + 4 ata 82 | 
= (ne | aa. , - S I 


Subgrupuri. normale „| 
- Definiție. Pie (0,0) um grup. Un sabzrup al ka ae utegte O 
Bubgrup normal (sau subgrup irvariant) dacă pentru orice red şi oriae i 
he, xohoz'EN (a! fiind simetrioui lui x în 0). 
Condiţia din definiţie se mai poate soriei pentru orice SR 

xEeG, x*Hox' SA, unde aa notat: 


renex = vea 3 = xeher', nea | i) 


i: A, cdi 28 
Î NVIa mă 2-5 -xtea dacă şi numai dacă ox'.s5ă EA antfet ca 


De ba 

ei oh = Koz. Reamintin că dacă x €G, sa notat ca fi G —=0 auto- 
 meztimăul interior ai Jai 6 atașat dul x,detinit prin: - 

fe 

A 


4 (h) = xohext pantra arice heG 


(8) s N pentru orice rea. 


Dacă (G,+) cate un rup aditiv (zeapentiv (G,.) im grap 
iv) dar RSG cate un subgrup al său, ven spune ok E aste 
Ap mernal al 1ui'0 dacă pentru arioe xed pi orice heh, i 
x 3 h = xeN (respecti x: h:x en), 
Pentru a pune în evidenţă faptul că E este un subgrup ner- 
aaa lui G von folosi notația + KAG, 


a, e + Un E al lui 6 
up i numai dacă pentru epice xe0, Pu(H) = 8 
este autonertianul interior al lui G asociat lut x). 

Ă ini il. Po E mdigieep mizil: să and 6. Aaa, 
(m) S n pentru orice 10. E ate invartant însă şi la eutomertis- 
interior P., ascolat lut 1, daci (P,(E) SE, Rezultă că 

hex EN pentru orice hEN, Atuzcii 


"A Asiei ari d bl dinari d a 


dai 2 s em, de unde rezulță egalitatea din enunţ. 
pe, 


i, Afirmația reoiprecă este evidentă. 


DE. Exemple 1). In erioe grup G, scbgrapurile impreprii și 
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2), Orice subgrup a]. unui grup abolisn aste subgrup normal 
întruoit singurul sutonortien interior a] unai aat?el de grup este 
autonartisnul tăentio, 


3). (G,.) fiind un grup, notăm 


“ 2(0) = (xca | xy = ya 7 geo]. 
Dacă xy: €2(0), atunoi pentru orice Fed sv 


Capra = map) e (ra) o Cage = (aaa e a) - 


soi x,X3€2(0). De asemenea, ască eu iar na oarecare, avent 

7 = 7z, de unde rezultă ok x Îy = . pa, det i e 2(0). In oonoluzie 
-2(0) este un atbgrup al lui G nunit centru grupului G. 2(0) este un 
subgrup normal, Intr-adevăr, pentru orice heZ(G) şi red, din relația 
zh = bx rezulţă b = aim lez(o), ș 


a) Pie bee na eta) s axed, aer, bea]. doo 


sină notația fa p (1) = ax +b , zER avea aşa cun se poate verifica 
imediat pentru orice LR tac: i 


î.b*fo,a = fao,nâv € x 


Asttel, mulţinea E poate £i însestrată cu o atruotară algsbrică de 
grup în raport ou operaţia de compunere a funoţiilor. Elementul neutra 
- în acest grup este aplicaţia identică: 


JA:8—a „. Tă(z) axe 1,02) Ş xeR 


iar inversa aplicaţiei LAN este aplicaţia 
— 
LS ka pi, bară 


Submulțimea Pare Alea) = mb, vea) s este im subgrup al 2ui 
Blonentele lui 4 sînt deci funcţii de forma fu p bER şi pentru serice 
îi, » *, pf avea într-adevăr: 


-. 
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- E 
fa LI fe = be € p boea. 


„at mat, WF este un subgrup normal al lui E , căoi, pentru orice 


sic) aa. ma aa, 
2) Dacă £ eate ua sertisa eerjeotiv și NO0 = f(8) 601, 


Demonstraţie. Yen folosi nota; sa multiplioativă pentru cele 
ş „de grupuri; pentru a simplifioa soriorea. 


_10e Din teerema 11 rezultă că £l(l) aste un subgrup al 
dud Q. Pie xeo şihet(n'). Atunoi avem: 


tab x) = eta) e(n) e(xrÎ) e sa) e) (eta) ler 

mu e ra) pi l(m)âa, 

2). £(H) este subgrup si dul 0! coafern teoranei 11, Pantru 
d „mea geo: există x€Q astfel încît y = f(x), întruoît £ eate prin ipr- 
nea ere 

ani e cote) = radeti) = tone Acea 

că deci ea) &a. 


In general a doua afirmaţia nu este adevărată dacă 
210 ——0' este un morfisa oarecare de grupuri, 
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Subgrup generat de o submul cine 


Prepeziţia 14. Pie Gun grup iar (8,] „cz e familie de 


subgrupuri ala sale (indexată cu mulțimea I de 'indioi). Intersecţia 
familiei: 


n =[0 m = zee |zem, + ter] 


aste tot un subsrup si lut 6. 


Demonstraţie. Observăm că mulțimea E nu este vidă căi 
E, pentru orice icI (e fiină elementul neutru al grupului 0). Dacă 
x,7eH, atunoi pentru orioe iel xyeR. Cum pentru erice icelr, LA 


"asta subgrup, avon xy! € E, unde y' este simetrioul lui y. Rezultă 


că x-y'EN şi N este subgrup. 


Pie E e subaulțiae novidă a unui grup, Q. Nstăm 


<a> „(a 
N S GQ subgrep 
SA 


<B> A D oăoi de exemplu BG şi G cate el însuşi un subgrup 
(imprepriu). Centern preporiţiei 14 CE > este un subgrup al lui G oare 
oenţine mulțimea B.. = 
Definiţie. Pie G un grup și EA  , ESG. Bubgrupul 
<3> dA N rap %% Dusete asbezansă generat de B+ Mulțimea 8 
„BSE 
se numește sistem de goneratori a] acestui Subgiteg; 


Observaţie. CB > este cel mai mio subgrup al lui 4 (re- 
lația de orâine fiind cea de incluziune) oare oenţine mulţimea E. 

Diră « restrânge generalitatea, von presupune în oentinuare 
că G este un grup multiplicativ şi ven da v descriere a subgrupului 
generat de e aubaulține, i 
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Prepeziţia 15. Pie (G,.) un grup şi E o submulțime nevidă 
a lui G. Atunoi A 


<a> = (xee| X = poss Xi ne, IjcR sau zen, ș Lisa], 


Demonstraţie. Avon de arătat că <E> este format din toa- 
te produsele finite de elemente din B şi de inverse ale acestor elenen- 
te, Von notat 


a = (xec |x = s-a me, x, ER sau zl es, Y Is isa] 
Von arăta că E* =<R>, 


19). Intruoît B S CB >, avon şi H'C CE>, Intr-adovir, 
cun orice xek' e un produs finit de form 1 = Xposeeă -X, SE seu 
orgă pentru orice 1£i sm, rezultă că x,e<B> penteu orice 1sism 

întruoîţ CE > este un subgrup o0e conţine pe E. Deoi 
2 = jeoeeeca> 

20). Pentau a stabili inolusiunea CE >SH* va £i safioient 
să «răţăn oă H* este.un subgrup a] lui G, caro conține mulțimea B. 
Pie deo x,yeE'p x 5 Xe: y = Tu0****Ya unde X47jeE sau 


zirjer pentru orice 1si<n, 1sj<n. Atunoi gl pote si 


£ ctte ta şi xylen, Deci H' este un subgrup al lui 6 și evident 
BSEH', 


Observaţii. a) Pie (G,.) un grup jar EH subgrupuri ale 
sale. Subgrupul generat de ele, notat: 


i at 


este: cel mai mic subgrup al lui G oare le conţine, E] e format din pro- 
duse finite de elemente din îi, şi HE. În particular, dacă (G,.) e grup 
oomutativ, acest subgrup se notează RHo şi avem: 


(eta [= (aha |, ze] = xn: 


b) In oazul în care legta de compoziţia pe G este săitivă 
lar 5 este o submulține novidă a lui G, avea: 


cas faca |x= Destul RED, x4 Et sau <a, ct Li Leica] AL 


In pastionlar, dacă sp niat pabgrupuri ale lui 6 tar 0 este O 
tes, emite, dragă poieni pu RR SEI A 


(me 2 Je (rez luca, aa A A 


Dezinitie.. a g2up se nannşte de die finit see Balta 
aexat ducă exiată o mulțime finită de elemente din G care să-l gene 
roza. Un grup gonorat de un element se numește grup Oolia dau menonea. | 


Dacă (0,.) este un grup oiolio,, (e ac n gmezater «i shi 


său, atunci: = d d 
a (af |xez]= <a> EP 
tax în cazul notaţiei aditive, avea: 
8 = a |kea|= <> ă 
RR. Bxample 1). (2,+) aste un grap 000, gmiarst 8 1 mea 
de -1. bt + 
2). Se gbie că orice subgrup al grupului (d,+) eate de for | 
ma n, ncz, 130. B2 ante tot ua grap 99140 generat de n(aau de <a), i: 


3)+ Am văzut că 1, = (ne | = 1], nea, n 20 este 
un aubgrup al grapului (6%,.), U, sate un geup oiolia generat de 


Se cos Â7 + 1 atm AZ. Tatm-adevăr, se ştie că 
LĂ = [oaa 257 + Ei ata 7 | orauceeuaa p 


Deci orice BEU, e de forma ŞE= (cea 22 + i sia 22), 
E a Ovlueeesnel, antfel od USA 


Vom aminti pentru început noțiunea de relație de cchivalon- 
ță pe o mulțime. 2 

Definiţie. Pie A o mulțime nevidă, Se nomâște getatiie ina 
pă po A orioe submulțime R a produsului cartezian A x A, Notația folo- 
sită pentru a exprima faptul că (x,y) ER va fl xRy. 

Se numeşte relație de ochivalenţă pe mulțimea A o relație 
binară R care satiaface condițiile: 

1) a VP xeA (e rutleett) 

2) 387 =— Ri "(e aimetrică) 

3) a8y şi Rs —b Xe (e tranzitivă) 


Brenple 1). Egalitatea mulțimilor este evident; o relație 
de echivalență pe mulțimea (7) (7 fiind mulțiaaa totală). 


2). Congruenţa moâulo n în 2 (ne2Z) âstinită astfeli dacă 
a,be2 spunen că a şi b sînt congruente modulo n şi sorien amb (mod n) 
„a doing tata atent e atat oaste o relaţie 
de sohivalenţă. 

 Bwidenţ, relaţia introdusă e refloxivă căol a-a = 0 = 0.n 

pentru orice a€â. Dacă a = b (mod n) deoi a-b = in co kEZ, atunci 
boa n (oX)n şi b = a (mod n). Dacă ab (mod n) gi b = o (mod n) 
există k,he2 astfel oa a-b = im şi b-o = bn. Deci, 8-0 = (a-b)+(b-0)= 
a (eh) şi a = o (mod n). Aşadar, rolația este gi simatuică şi tranzi- 
tivă; deoi e o relaţie de echivalență. Observăn că relațiile de congrurn 
ță modulo n şi modulo -n coinotă, deoi von putea Seidiie întot Asauna 
20. 

“Datinitia. Pie A o mulțime nevidă, R.o relaţie de schivalen- 
Să pe A gi zcA. Se numete glasa de echivalență a elenentului x în 
raport cu relaţia R mulţimea: 


= Îgea |yâx] sa 
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doamna se foloaegte. notația 2 nau E pentru a reprezenta clasa de ochi 
valență a elementului x. Spunen că z este un reprezentant pentru o0la- 
sa Oa. Ds fapt, orice yeC, ante repretentent pentru clasa 0. 

Ohoervatie. 89 dacă și numai dacă 0, = Cp. Intr-adevăr 
dacă zăy, din proprietatea de siseteie găx, deci ye0,. doom, dacă 
s€0,, utunci sir și can yRe rerulţă din proprietatea de tranziţivi= - 
tate că sfx şi dsoi sc0,. Apedar, CSO. Analog se arată că 0,s0,. 
Reciproc, dacă 0, = 9 cun xe0, resulti că xeo, deot zăy. 

Propoziția 16. Pie A o multine neridă gi 3 e relatie de 

sohiraleață pe A. Atunci: 

D924 pentru orice zei 


2) Dacă 07 4 0, 00,10, = Sal: 
3) a o, 
EA i + tu 


Spunem că R dă o partiție a mulținii A,reapootiv o descompunere în suwb- 
mul pini nevide, disjunote două oîte două, 

Demonstraţie. 1) Brident 0,45 pentru eriee 24 întzioit 
zâx conforn proprietăţii de retlerivitate, deci xe0,, ) 

2) Proeupunen prin absurd că 0,10, 4 91 0,40, Atunei 
exiată sec 00» Deci six pi zây. Reaultă x8a şi răș iat dia traasiti- 
vitate, zRy, Conform observației de mai sus avon atuoi C, = 07» deci 
oentradtoțţie, 

3) Pentru orice xea, OA deci şi 

Aos stri 3 mea mate oa yec,|s4 , 


tnteuott dacă 76 (00, există zc4 asttel ca 7E0,S1, deot 7e4. 
< : 


Recigroo, pentru orice yeA avea: 760,S|_ deci 45 LU 0. 
ză TEA 


Definiţie. Pie A o mulţime nevidă şi R o relaţie de echi- 
valență pe 4. Mud ținea tuturor olaseler de sohivaleaţă 10| sea se 
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notează A/R gi se numeşte mulțimea faotor Bau multimea cît a lui A 
în raport cu relaţia de echivalență R. 

Bxeuplu. Pie R relația de oongruență modulo n pb mulțimea. 
numerelor întregi, 2 (ned, n 20). Se notează mulțimea facter a lui 2 
în rapert ou aceseţă relație de echivalență cu 3. Daci n=0, ab 
(med n) dacă gi numai dacă a = by deci d, se identifică cu 2, Pontzu 
n=l, ab (mod 1) oricare ar fi a,b42. Deoi mulțimea factor 2, are 
un singur element, olasa lui 0. Dacă n >] mulţimea factor 2, are n ele- 
monte. Intr-adovăr, numerele întregi 0,1... n-l nu sînt congruente 
modulo n (diferenţa a dauă dintre ele oarecari e mai mică în modul 
deott n, deo nu se divide cu n), Dooi clasele tă sînt dia- 
ftinote. Dacă as2 arbitrar, aplicînă teorema împărțirii cu rest avem 
a = aq+ s, unde Osecn. Deci în» £, unde fe (6,î,...nl] . Roma 
si că 2, =(6/â,...uncă |. Von apune oă numerele 0,1,..:pn-1 formează 
un sistea complet de reprezentanţi ai olaselor de resturi modulo ne 

Ia particular, dacă n = 3, 23 = (6,î,â] unae 


î=(mixezj, î=(e+1 | xez], 8 n (3 + a |xeuj. 


In cele ce urmează (G, 0) va fi un grup iar ESG un subgrup 
a1 său. Yom inţroduce pe G două relaţii de echivalență în raport cu 
- sabgrapul a. 
1 RI O x'cgeEi (relație de ochivalență la stînga) 


2) Ra] > xog'aR (relaţie de echizalenţă la dreapta) 
Într-adevăr, de exemplu, relația binară R, este refloxivă căci x!'ox = 


= GH pentru orice xed, deoi z8,x, Ba este simetrică căci din ză, 7 
sosultă x'e yeH şi oua Î este subgrup, 7'e x = (x'eg)ei, Prin urmare, 
N 


RX. Pranzitivitatoa se verifică imediat,oăoi dacă 8,7 și IRgz, atunoi. 


x'oyeH şi y'e ceH, deci x'o = (X'o y)o (31 nu) E, In oonoluzie 
Xk2. Analog se verifică că Ra este relaţie de echivalență 


Oiasa : de echivalență 1a atinga a elezentului xs6 este 
-  ownforn definiţiei: î : . 


dă = (ec la! gea]= (geo |zeyeh, ea] , 
=Î7e0 | y = et, hen]= x, . 


Analog, dlasa ân echivalență 1a âreapta a elementului xe0 


că - ec lyoz'! stj= (7ec ] zez' sh, vea] 
=(zec |y= hex, nen| = Box 


Mul ţimile factor cerespunzătoare 1e von nota - 


Da sf âa ca 1-7 
mulţimea oleceler de echivalență la stinga detezainatie de subieeupul. a 
E în6 
a (&/B)a | Elsa i a 


mulțimea claselor de echivalență ia dreapta. 

SĂ 9 oorespundenţă bi jectiră 
i (G/B)p — (GR) e E(ze) = Bet - 
Demonstraţie, 1). Aplicația £ este coroot definită, Iute 


- Adevăr, dacă es ge zesultă că g = xob, EH, Deci g! = bio gt da 
h'EH adicby! € Hoa! pi Bey! = Boxt (întrhott g'Rgz!), Rezaltă că 


aaea în clasa de echivalență 1a stinga, - 

2). £ este inectivă, căot dacă f(x <E) = o eu «10 metil 
Hâzt = Neg! aven x! s"hogi, helrdeoi x e (hogi)! = gohie ge 
de unde rezultă că xeB = g*H, ,. 
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3) Aplicația f e surjectivă, Intr-adevăr, fie Box o clasă 
ari vohivalență la dreapta. Atunoi aven f(x'-H) = Ecx. 
In, concluzie, mal ţinte (6/8), şi (G/R)a sînt echipotente, 


Propozitia 16, Pie G ua grup tax E un spheup să său, 
Următoarele afirmaţii sînt echivalente: 
1). Rae. 


2) + zs0, xe-H= Rex 
3). (BD = (8/BDa: 


Demonătirate. 1) <— 2). Btin că E4G dacă şi numai dacă 
» pehax! = E pentru orice ze, ceea co e echivalent cu zoo = Rex 
pentru orice xeG. i 
2) == 3), Pie 02 e(G/B), 0 = as cu ec. Con prin 
ipoteză zh = Kex, rezultă că 00 = Bex6(Q/B)a+ Deci, 
(6/8), E (G/E)g. Analeg pe etabileste a doua incluziune, 


3) =—2). Pie ze € (0/B)p, xE0. Intructt (G/R)z(0/R)a 
se.altă că x-H€(G/R), şi deci xeH = Boy cu JEG, AtunoixoH ex! = 
.Boyox'. Pe de altă parte, x = xoeezoH = Boy, deci x = hey 
ca heH. Rezultă că: 


e oa! = y(hey)' = gey!) oh! = b'eH 
gi dsoi 
xoNox! = Hogort = Roh'SHehsa 


matcă Bâc. 


Propozitia 19, Pie G un grup iar [un suberup a) său. Sînt 
echivalente: 

2)+ (9/8), este stup: 

2). Rec. 


Demonstraţie. 1) => 2), Presupuneu că (G/H), este grup. 
Atunoi, (x *E)o (x "HE (G/E)p, deas: 


(x Bo (x eB) = gek cu ze 


rezăltă că RexsB= goH unde n = 2'e y, deeti 


V x ee x EGHexeHe= s-fH A "a 


Dar cva (0/8) este e partiție a lui 6, rezultă că x+8 = că și 
„stanot Boxe e z=B. Iatruott NozS RoxoH e x R, revultă că | 
xi Box sx'e (ze) = N adică R4G, 

2) 9 1. Presapunea că BAG, deci Ed e bo E petea 


erica bea, (centora propoziției 18), Atunci, cea aer ina 
Babei, Sue rii i 


Fe pi NO TEI ves) = (a*2)o(be Doamne 
= ao (beB)oR = (a-b)eR 


Puten deci defini e lego do compoziţie pe (0/8), astteli 


y Pi (448) 73 d eMag 


silite aie datiaâtă su deptada de reprezentati otet at 
Ei = a-2, b'eB = be, atunot ateb' e AB (abea 

Această lege de cowpoziție este aseotativă, are ca element nouta 
ecE=E şi pasa biblia aie la a i 
A = ateH, Introadovări 


(nea e ae n e boia ata E i 
(atei) 'e (ac) = (nato a)e Es vos - 


„Deci, mulțimea 086 (G/E)g, înzenteetă ca legea de ovepunore a olasel 
“mai aua dofiniţă este un grupe îti 28. (0fad 4 PILA RI pro= 
poziției '18 (1 -— 3). 
Dozinităe. mie 0 ca ezap iaz 140. rupta (3), tie 
sa nuneşte grapul faator al dai 0 ta xanont ca.8 st ae iti ANI 
$ „Exenula, (2,0) fiind grupul aditiv îl numerelor întregi j 
ge gtie că opice subgrup al său oate de forza n d, n>0 (preposiția ) 


wo 


7 fiină un grap abelian, n242 pentru orice n >0. Relaţia de erchitvaten- 
Vă definită de subgrupul n2 este chiar relația de congruenţă model n 
cei, pentru orice x,ye2 . 

RI or -yeMoor-y = ke 
ou ke2 «e xy (mod n) 
Rezultă că grupul factor A/uz = 2, deci grupul cleseler de resturi 
mons n. Clasa de echivalență a unui element xe2 ae va nota 

în (x e m |eae z + n2 


Tie G un grup RâG și G/N grupul faotor al lui G în raport 
„cu E. Aplicația | 


pi0—sa , px) = zen Ş xeâ 


este un morfisn de grupuri, numit proiecția canonică, Intr-adovir, 
dacă x,7et, avea: D 


pare) e (re) e (xD (70) e pla) eta) 
 Brepeziiia 20. Pie G un rup jar E un subgrup al. său. 
Sînt echivalente: 
1). a4a 
2). E este nucleul unui merfian de grupuri 
Demonstraţie. 1) —> 2), In ipoteza că EAG, morfieaul 


pi 6—=G/E, p(x) a x, x EG are Er p = E căci xeker pe pl(x) = 
= Nobel = Booxrci, 


2) => 1). Tie 6! un grup iar £ + G ——Q"! un morfiea de 
grupuri astfel ca E = Ker f. Din propoziţia 13 rezultă că E4G, 


sl 


eoreme de izsnorfien pentru Frupură 

Q fitnă um grup take E un muberup arbitrar a] piu, inclusa 
nea canonioă 3 + E —=6, x) = = pontre orice se, este evtăent un 
norfien îndeotiv de grupori. Dugă î i 6 —=6! este tm mortis do gti 
puri, se ştie că n £ e £(0)G0' este un aubziy ei ui 61, Vea meta | 
în continuare ca 4 îndeoțăa cânonieă 4 + în Pod, 4 e vvee, 
Cum Roz £ 46, oenatăerin gripul fnetur G/Ees £ și penivevia ounoiteă 
p i 6—G/Ker £, p(x) = ger £, x:s0. Din daponntreția proponiției 
20 sesulţă inodiat ol Kor p » Bir £. Deci, pintie arite s,red avram 


(1) soon £ = geler î e ne p'aler pe fot fret(z).s 249) 


(2) 9 4 
a/n put-ate 


Demenatzaţiie. Stabilin intii extotenţa montiemulat $ , 
Pentra arica scG/Kor £, exiată 200 astfel încît: e = p(a) = ae Rae FĂ 
Definitia atunci 


ş 


. O(2) = £(a) car 


Li 


Definiţia nu depinde de reprezentantul x alea în olasa lui s. Intr-ade- 
văr, dacă 766 este un alt reprezentant, deci s = p(y) atwat,fatevott 
Her p = Ker £ (aşa cum an observat mai sus) avem: 


(da. sasea fase.3 


se 
2 = p(x) = p(y) e (2) = £(7) 


V-astfel dofinţt este un morfina do grupuri cioi pentru 
erioe cpt; € Q/ler £, 3, = elor £, sp = goker £ cu z,760 veni 


Ps, e sa) = 0(p(a) e pir) =9(plx 7) = t(xog) = 
. £(x) e (7) = (mer) 
întruatt p şi £ sint mortisne de grupuri (Am folosit acecași notație 
pentru degile de compoziţie pe cole două grupuri). 
Otuce omatativă diagrame (2), Introadovăr, pentru orioe 
xea arem , 


(0 (p(x))) = 1(0(x + Rex £)) n i(e(a)) = £(2) 


Veste m merfien bijeotiv, căci pentru erioa tsrp60/r-- , 
Li Piz) = xofer £, cp = p(7) = go Eor £ ou x,ye aveai 


Oi) = Ola) esta) = 8(p(a)) = Pip(r)) = 207) = 
pe Da) e 7) = az: 


şi 9 este injeotiv. (an foloait: faptul că Eex £ » Kar p), Surdaotivi= 
tatea e imediată, oo pentru orice 3 e In f exiată rai saţfol ca 
7 = £(x). atunei 


9(p(a)) = 2) e 7 


Bă atabilia acum unicitatea morfisnului 0 , oare faca 0e- 
- mutativă diagrana (2), Dacă 0: 0/Her £ —=1a £ ar fi un alt norfian 
ou praprietatea că £ = ic 8 o p atunoi, pentru orice set/Har tf 
există xeG astfel ca £ = p(x) și atunci 

9(a) = 1(0(5)) = 4(9(p(x))) = 1(9'(p())) = 1(2(0)) = 92) 
Rezultă dă 9-0, 


au, 
Aplicaţii 


1) (8,+) fiind grupul sâitiv-al numereler reale şi (0%,,) 
grupul multiplicativ al nunereler complexe nenule, definin morti anul 
de grupuri | | 

1: R——0%, £(a) = cos 2741 pin 2Șz, v zecea 
Aven: 

"Her £ =(xeR |cos 27x = 1, sin 27x = oj=s 

şi 
Ia £ = (scc“jisi= 1]= D, suberup să lui 0% 


Din teorema fundezentală de izonortiea pentru grupuri rezultă că _ 

LA sp. | tă - 
„2 Pie G un grup multiplioativ jar CA grupul autonorfiane= 

ler interioare ale lui C. Se poate defini e aplicaţie 


sto, 20) =$, Y zes 


unde $, 19—p, (5) = za pentra TE set, 
? este un morfisa surjeotiv de grupuri, Intr-edevir, pentra 
orice x,7 e G avea: i 
Ba) = Pay e Pat, = a) e £i3) 
întrucît 
Pole) = Ga7) sl = (a) sI) = 


= xtro) = (8). pentru orice gea. 
Burjeotivitatea lui £ este evidentă, 


Cenfora teoremei fundanentala de izomortima pentru grupuri 
există un unic izonortisa 


G/Kor £= O 


Di 


Ker £ = (x |xec, (2) =, | mda (Pa: 6-0 


$e(s) = g pentru orice ge esto elementul neutru al erupuluia 
Obserrăin că 


XENer £  P.-f, e ala, V se 
x v sec 

Cu alte cuvinte, Ker £ = 2(G) - centrul grupului G, 

Aven deci: 

G/z(6) ca 

Observăa că pentru erice z,7 GC aven (f, =(P, eo 32(0) = 32(0). 
Deoi două elemenţe ale unui grup definesc acelapi automortina. înte- 
rier dacă și numai dacă aparţin aceleiași olase e lui G module 2(0), 

eerema 22 (A II-a toorozi de ivomorfiea), Pie 6 un grup 
si RysXo două subgrupuri ale lui G ustfel încît hi A (n E2] (oube=e 
pul generat de E și E în Q), Atunci: 


D. MD3, dr, 
2)+ Mama, (2) n, 


Demonstraţie. Pentru e alegere, considaria legea de conpo- 
siţie pe G multiplicativă. Cum E. cate un euberup al grupului LA 
fie: 


Be (maj e (aotzj 


unde i este injeoţia canonică iar p proiecția cationioi. Pie Ț= pet, 
Demonatrăz că: 


Îmsmz]= ME = (x |xem, ver) 


+5 


Iatr-adevăr, cun E, C (8,sE2] și ES(R,,E2] rezultă că 
E,H> SÎR, +2 | . Reciproc, întrucît E, S BR-, E SAE, e suficient 
să arătăm că HE, e subgrup al lui G pentru a rezulta că 
(nt s E,Ha+ Pie deci xy € ER2, ab E RE cu x,acă,, bet. 
Cum E & (R,,E2] , avem: gb'ÎR, = BJ9b”l, deot există sn, astfel 
/ 


ca 


(mal = x (la) e xp) e 2 


In conolusie FE = ( K+E2j. Morfismul (P este surjeotiv, Intr-adevăr, 
dacă Ve BR2/E există x CEHE; EN, yeE, astfel ca 

U = p(x7) = px) p(7) = p(7) (întructt E, = Ker p, avea p(x) = 1). 
Atunoi i 


(7) = p(4(7)) = pl) = 


In cenoluzie, In (P = (E,,E» | /K,+ Din teorema fundamentală de izoner- 
fism rezultă că există un unio fsomorfisn de grupuri 


9: Ro/Ker Pa (Miz) BM 


Mai rămîne de arătat i Ker CP = B(0N2. Dacă zen, avea 

P(x) = p(1(x)) = îm deoi LU) E2 S Ker “ . Reciproc, dacă yeH, 
astfel ca (3) = 18, deci p(i(7)) = p(7) = 18, atunci geker p= E, 
şi deci Kerf G RN. 

Pie G un grup, KQG iar pi: G——G/H proiecția canonică. 
Notăn cu c£ (G) mulţimea tuturor subgrupuriler lui G iar cu d (GE). 
mulțimea suhgrapurilor lui G care conţin pe H, Definin o aplicaţie 
cepe faşn) —— Z(G/n) prin 


400) = (0) «(zen | xerj,, re L(oyn) 


"E 


= 


(PCI) este un subgrup al lui G/E, fiind imaginea directă prin guta | 
mul de grupuri p a subprupului EEG, Fe de altă parte, cup HA4G iar 


SE rezultă imediat că N4E și deci putem forza gropul factor 


Wpa=(zeă | zek]s/p . 
Tm mod evident avem: (P(E) = p(E) = K/p 
mearema 23 (A III-a teoreză do ironerfisa pentru erupuri). 
Die Șaru der BAG, Atunci - 
Ă 1) Aplicația _$: SE cos) — sui întinâtă prin 
E dt.3) = X/H, re Xur,a) este bi jsotăvă 
2) Dacă re do), atunei KG daci și numai dacă 


PRD) = B/R G0/H, dar atunci: 


(0/8) / (%/n) = a/K 


Denenstratie, Putea Seneidera de exemplu grupul multiplica- 
iv, pentru o alegere. 
1). Definin aplicaţia V; (G/n) —— (018) prin 


VW) = p(n) = (xealptz)sa] 


pentru serice N subgrup al lui G/R. Cum p este un morfica de grupuri 
_pĂ(R) este un subgrup al lui 6. In plus, cun [ = Ker p, avea pentru 
orice zEB, p(x) = IN EX, aăică ze p'Î(5) şi daci Hp LCR), astfel 


că plm) e (a). 


Bă arătăn că Y esta invoruu lui (f. Pio NEL(G4N) aara- 
care. Bvident, n S (Ye $)(M) = p A(p(r)). Reciproc, dacă xe(Y.4)(7) 
atanoi p(x) € p(K) deci există ac aatfel ca ză = ei, In afirșit, 
cum ESR rezultă că xeaESR şi dnci YV(((3)) = 
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Analog, dacă LEZ(G/p) avea ( Pe V)(r) = p(p (0) = 1, 
p fiind surjectivă, 
2). Dacă E E (GR) iar K4G, atunci pentru serice xet, 


ge avea: 


p(e)p(x)(p(e))2 = p(exe 1) e p(t) 
peea ce arată că (P(K) = p(K) = K/p40/p 


Recipreo, fie E/yâG/p. Considerăm proiecţiile canonice 
URĂ H 
0-2 e (YD m 


iar f = p'op. f este un morfina surjeotiv de grupuri, fiind o cempune- 
re de două morfisme surjective. In plus, 


xeler f <—p'(p(x)) = EA o pla) eter p'e 


= WR = P(ezegpi (P(E)) = (PD) = 


Deci, 'Ker f = E, ceea ce arată că LAG și atunci conform teoremei 21 


avem un iromorfisa canonic: 
G/K = G/Ker £ * In f = (G/R)/(K/R) 


Observaţi „ Teorema 23 stabileşte că orice subgrup al grupu- 
lui factor S/a este de forma K/a ande K este un subgrup al lui, 
K2R, 

Aplicaţie. Ne propunem să determinăn subgrupurile grupului 
factor 4, = 2/pg+ Orice subgrup va fi, osnforn teoremei 25 de forma 
H/ pa unde H este un subgrup a, lui 4 dare oenţine pe n2. Deoi H = d3 
cu def şi cun d22n2 trebuie oa d/n. In cenoluzie, orioe K<2/nz 
gubgrup 0 de forma: E = d3/az au â/n, In particular, subgrupurile 
aut 2/gg = (6,,3,5,3,5 | vor tii 22/6a =(8,â,â), 23/ ca = [6,5] + 
5/2 = (6] « 


“tinit eațe un grup finit, 
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Mat mult, din a Ill-a teoremă de izonorfisn aven un izonor= 
fisa oanonio 


(2/na)/(aa/ma) * az . 
Grupuri finite 

Definiţie. Pie GQ an grup, Spunea că G este un grup finit 
dacă mulțimea G onte finiţă. Se nusește ardinui ini G numărul natural 
egal ca nunirul olomontelor grupurilor dacă 0 este finit pi simbolul 

0 în cas contrar, |... 

Notaţia folosită pentra ordinul lui G va fi |0|, 

Dacă G este un grup iar A ua subgrup 81 său an văzut oi 
există o bijeoţie între nulinila (06), și (0/p)q » dei cole două 
mulțimi sint doodată finite tar în acest cas ai același număr de ele- 
monte, nuzăr care se numeşte indicale pubazunului H în G și sa notează 
|Q 2 Bl, Dacă exiată o infinitate de clase de ochivalență modulo” sa 
stinga (respeotiv la drempta) von apune că indicele aubieupulai A în 4 
este în + Dacă Bâ0, atunoi (0/4); = (6/ada = G/g pl + Mle lol, 
vespeaţivy indicele lui N în G ooinoide on orâtnul grupul ai faotor G/p: 


Obaozvaţie. Orioe subgrup i orloe geap fauţor al unui grup 


Daozena 24. (Teorema lui, Lagraige) : 
Die 0 wa spun finit iar 1 ȘG an auharap 1 eău, Atunoi 
10| = lalla e: a! 


(Deoi ordinul unui subgrup al unul grup 0 este un divizor al opâinului | 
grupului) 

Dazonatraţia. Considerăn pe & relaţia de eohivalsnță la 
stinga definită de A, Ba dă o partiție a lui 0, dacii 


8 = A 
astă, 
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E sufioient să arătăm că orice A s x*H € (G/y)g, xeG ente în coros- 
pondonţă bijectivă ou A. 

Va rezulta aţunoi că |A| = |E| (am notat ou [A| numărul elementelor 
mulțimii A) i deci = 


let 22 al alla al 


ACT 


O bigeoţie între x-H gi HA se poate defini astfel: 
E 


Qi H-—xei, P(h) = xeh + bei 


este evident surjectivă, fapt ce rezultă din definiția lui x-H, 
Injeotivitatea rezultă din regula de simplificare la stînga într-un 
grup. Introadevăr, dacă (P(h) = (KE), deoi xoh = xek rezultă 
h=Kk. A 


Teorema lui Lagrange rămîne valabilă pentru grupuri de or- 
din infinit dacă pe mUțej extindem operația de înmulţire de ps A pu- 
nînă a , 0o =00 pentru orice ac şi o ,p „0%, 


Pie G un grup (notat multiplicaţiv) şi ae arbitrar, fixat, 
Definin aplicaţia 


Pata —c, 4) = a + kez 


“pa este un morfism de grupuri, Intr-adevăr, avea: 


5 i AU: + h) = ah a aka Pax) . Pa(b) 


Cum Ker St este un subgrup al lui 2, exiată un unio număr natural 
n astfel încît Ker (P, = na, ce poate fi caracterizat astfel: 


Proporiţia 25, Qu notaţiile de mai sus următoarele afirma- 
ţii sînt echivalente: 
1) Ker = 
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2). ah e 1 şi pentru orice scz oua = 1 sp n/a. 
Denonătraţie. 1) => 2). Avem n = n.1 6 n2 = Ker (f, deci 
an = “Pa(n) = 1. Pentru ortoe ac2 cu a = 1 —> nefer q, = n, 
deoi v/a. 
i 2) —> 1). Ipoteza 2) revine 1a a spune că as” = 1 4 n/a. 
Die scuh actor $, eo a = 1 eo n/u ee nend, Deci, Kor snt 


Definiţie. Numărul natural n caracterizat în mod unio de 
afirmaţiile echivalente ale propoziției 25 se numește prâinul slemen- 
tului a şi se notează o(a), 

Vom da acum o nouă desoriere pentru ordinul unui element 

“ într-un grup: 

Denonatraţie. “Presupunem mai întti că o(a) 40. Pie n = o(a). 

Conform fropoziţiei 252 = Ker fe Pe de altă parte, 


Ia fa =la] xez = <> 
Contorn teoremei fundamentale de izonortisn, aplicauia 
0: aa — <> - 


(0) = $um) = a 


este un isonorfiam de grupuri. Rezultă că <a > este un grop oiolio 
finit şi ; 
|<a>|= [2 = a = o(a) 


gi 'oun 2/„g = (8, mă] — ca> = [PL SPERIE a P 


Dacă o(a) = 0 rezultă Kar Paz0— $, este morfisa | 
injeotiv de grupuri e—s In $, = <a>* 2 (din teoreaa 11.3). 
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In aceast cas <a > este un grup oiolia infinit (deoarece |Z|= 20), 
respectiv avent 


DC Dă ERE pu eat mi PI Roti „et | 


So mat spune în acest ca că ordinul lui a este infinit în 100 să 
spunea că o(a) este zero. Dooi şi în aceast cas avea 


(<a>|= co = 0(a). 


Corolat 27. Orice grup giclio este igenart ou un arup 
factor 4) lua, . 

Demonsteaţia. Pie G = <a>, as. Dacă |cay|= 19 = a<8, 
atunoi conform propoziției 26, 6 & 2/up+ Dacă |ca>|= lol = atinoi 
Axa 52,3 ta e 


Propozitia 28. Pie G un mrup finit ou 16 | = n. Atunei pan- 
tru orice agd avea a 2.1. 

Damansteație, Pie E = <a> annie sie 0 lă e 
vat de a şi fie n = 0(a). Atunei |N |=|<ay|= o(a) = a. Contorn tooze= 
mei dul Lagrange, n = [0] = EQ: Bj= mă wm ks; al. 
Dum mă « 1, sonultă că 


"fa E (Ea 


Proposiia 29-2ie_G un mrup ojelie. Atanoi! 
1), Orice grup faotoz al lui 4 e oialie 


2). Orice subgrap ai lui G e otolio 


Demonstrația. 1) Pie G grup multiplicativ, de exemplu, 0bser- 


văm mai înţii că orice grup oiolio e abolian. Introadovir, dacă 0-<a> 


iar xy Eâ;x= sk, 3 = a k,hE€2 avon: 


XI = aka = ah, ahrk = ah.ak = 7E 
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Ronulţă că orice H, subgrup al lui G, este subgrup normal, In plus, 
My = (a |zea j=(sPa /nez]= ( (an) /nea | = <ea> 


2). 0un orice grup oiolio e izonorf ou un grup faotor 
î/up (unăe n = |Q| ) dacă n < o respeotiv ou 2 dacă n = la| = 
e sutioient să arătăm că orice subgrup al unul grup de olase de res- 
turi şi respâotiv orice sibgrup al lui 2 este grup oiolio, Ultima afir- 
nație e cunoscută (propoziţia 9). Pe de altă parte,în aplicația dată 
după teorema 23, s-a stabilit ou orice subgrup al lui 2/, este de 
forma d2/p, unde de, d/a, Folosind acum afirmaţia 1.a propoziției, 
aplicață grupului oiolio d2, rezultă că d2/, este grup oiolio, 


In plus, deoarece oonfora teoremei a III-a de izomorfiea 


(fag) 7 CO 8 aa 
mom avea, aplioînd teorema lui Lagrange: 
n = |2/ag|= [0/mg| |2/aa 1 02/ag |= 


*a/aa| |2Zaz|= a = |ozaa | 


Deci, |aă/sa | 3. 


— 


9 2. zaele 


Definiţie. O mulţime A 4 f înzestrată cu două legi de 
compozi ţie internă dintre care una se notează de obicei aditiv (nuni- 
tă adunare) 


/ tirziu) Y sei 


iar cealaltă multiplioativ (numită înmulţire) 


„+ AzA—A: (x). 7 T.-x,yei 


53 = 
se numește inel dacă sînt satisfăcute oondiţiile: 


1). (4,+) este grup abelian 


2). (A,.) este semigrup, respectiv. 


Y 7,5 Ei (x.mea = x. (9-3) 
3). Inmulţirea e distributivă bilateral faţă de adunare: 


(247) e a = 28 + gs 


şi i Ş x,y,s€i. . 
Xe (745) ai 17 + res 


Dacă operația de tumulțire e comutativă, inelul se numeşte: 
Qomutativ. Dacă operația de înmulţire are element unitate, inelul ae 
numește unitar sau inel cu unitate. 4 4 

„_ Observatii, 1) Blemontul neutru pentru legea aditivi, 0, 
şi elementul unitate, 1, (dacă există) sînt unio determinate și se 
numeso elementul zero respectiv elementul unitate, Dacă nu e pericol 
de confuzie se notează pur și simplu 0 respectiv 1, 

2) In teoria generală a inelelor condiţia de asooiativitate 
a înmulțirii ponţe fi eliminată, iar un inel caro o satisface se numeşte : 
inel asooiatir, 

Cenvenia să notăn patra simplificarea sorierii produsul 
a,b ou ab. De asemenea, în 100 de a + (-b) sorien a-b, unde -b este 
opusul elemenţului b în inelul A. 


Adesea, pentru a pune în evidență inelul ov cele două legi 
i dompozi ţie internă von folosi nttația (4, +, .). 


Exemple. 1) Pe o mulțime A formată dintr-un singur element, 
a se poate defini 0 singură struotură de inel, puntnd: 


a+a= a.a-a 


pă 


În acest caz a = 1-0 94 A se Rumeşte inelul nal. Un ine] 
Care are cel puţin două elemente se numeşte inel nenul 

2). (2, (8+,.), (R,+,.) stnţ inele Conutative, uniţa- 
re, Adunarea şi înmulțirea sînt cele obişnuite între numere, 


3). Pe mulțimea € -a xp se defines două legi de 00mpo- 
ziţie internă astfel: 


mot —c, Cao) + (+73) = (22+72, 7a+73)i 
Por), (x272)e 0 
şi 
DT ai (2072) = (auz = va "X1Y2 + 3277) 
E Cage), Caorz)ee 


(0,+,.) este inel conutațiy unitar, 

Elementul zero este 0g = (0,0) iar elementul unitate, 
29 = (1,0). 

4). Pie A un ine), w- [naum] să (12-a ] mul 
țimea primelor a Şi reapeotiv a numere naturale nenule iar 
Tian) (ele E ai —.] . Dacă £ e i, punînă La) =a, EA 
Pohtra axice iu, jen, putea nota E ae an tablou de foraas 


Sau, prescurtat, (ap £ 
1$j<n 
inelul A se nunezte matrice ou n linii gi A_celoans cu coeficienți 

Pe mu: ţinea AWĂ se introduce e lege de compoziţie aditivă, 
Aattel, dacă £ - “9.901 dica: fe (0431 ci ca » atuzeia 
1<i sn 1<j <a 


1<m + Un asemenea tablou cu elenante din 
€ 


id 
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PE pe A (o) 


jsica ; unde 943 = 3 + b43 pentru 
syjsa 


orice Isistn, 1sjsn. 

In raport cu legea aditivă astfel definită MN este un grup oomutatir 
notat cb uxm(4). Blomentul neutru este matricea notată O, ou toate 
elementele nule. 

In general, produsul a două matrice nu se poate defini de- 
aît atunoi oînd numărul coloanelor prineia coincide ou numărul de 
1int4 ale celei da a doua. Mai preoia, dacă P = (2e2000.9] iar 

uz NP 
A ci , = Casa sicn „Beal Bo Osica se 
1€3<n 1 k<p 
defineşte produsul: 
b). A: B= € [] Ceub, (cd Ei (osy)a e isa unde 
1£<ksp 


E: 
di i sk 


In oasul în care matrioele considerate sînt pătratice (nu- 
mărul de linii este egal cu numărul de coloane), produsul se poate de- 
fini întetăeauna. Mai precis, pe grupul aditiv faza) notat şi 
Pata) se psațe introduce şi o lege de compoziţie multiplicativă 


e hala) x bata m bata), 06, Byrne 3 


pentru serice 4, Belu) iar produsul A: B este definit oa mai 
aus. 

Această lege nultiplicativă este asociativă și distributivă bilateral 
faţă de adunare, Deci (ba), +, 1) este un inel, Dacă inelul A are 
element unitate atunoi natricea 


* 1 mă î = 
I = (spaces ca ba, Sage 
lsjca a 0, dacă Aj 
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oste elementul unitate al inelului matriealer pătratioe c/u(A). 


Dacă A este inel ou element unitate diferit de sere (deci 
A 4 0); atunoi inelul fu nu e oomutativ, De oxompiu, dacă a = 2, 


(i o) (0 o) m 


ai) aaa 
smoi LA, 24 | 


5). Pie A un inel gi N 4 (fo mulţime oarecare, Mulțimea 


a =(e zau —a] se ponţe înzestra în mod natural cu o otruotură 
de inel, datinină legile de compoziţie astfel: 


8) email, (Eug) tre + teeul 


unde f+g:N ——A, (£ + g)(x) = (2) + (a) 7 zeu 
Liă 


d) ee el ma, (tg) te €t teii 
unde: J 
gi —i , (ea) (0) n (a) sa) E zeu 


Blementul zero al acestui inel este funoţia: 


S:u——a, 9(x)=0, Y reu 
iar opusa funoţie eul este funoția -fEAl, definită prin: (-£)(x) = 
. =t(2) 9 seu z : 
Dacă A este inel unitar Al eate inel unitar, avînd oa element unita- 
te funoţia AER, 


LN mir Uma 7 seu 


5? 


5). Dacă A este un ine] ovnutativ unitar iar îi mulţinea 
numerelor naturale, mulţinea AN .[£ IESE i —] conte de împt 
mulțimea tuturor girurilor de elemente din A. Dacă f(a) = £,, nea 
girul oorespunsător lui £ este: 


£ n (Centoooeeeatpoeaaee) 


Adunare şi înmulțirea funoţiilor definită mai sus, în exemplul d se 
poate transorie în limbaj de şiruri, Asttel, dacă g = ei Giraţi 
este un al şir de elemente din A, suma lor este: 


+= (tg fytByo eee sfntBaeee) 


In raport cu adunarea astfel definită, mulținea Fl esto ua grup adeliaa, 
avind ca elomenț sere girul aul: / 


0 = (0,0, ....0p....) 


Pie a) e. A mulțimea tuturor şiruriler 09 au numai un 
număr finiț de termeni nenuli, 0u alte ouwâinţe teal) dacă şi numai 
dacă există mei astfel oa f(1) = 0 dacă >, Mulțimea de numere ma- 
“turale asociată lui £ e (0) admite un prin olament fie aceata n. Dacă 
n = 0, atunoi £ = 0, Dacă n >0, atunci £(,.3) 40 iar numărul natural 
n=l se numește gradul lui £ şi se notează deg(£), Dacă £ = 0, oenveaia 
oa deg(£) = =c0 + Deci, dacă £ e 400) și deg(£) = n, putem serie: 


2 n (Bonsceetae Oe Os...) 


Mai mult, dacă £,g e A) şi dog(£) = n, des(8) = m, atunei 


sati (2,8) dacă a4n 
doge +4) = a dacă m = n pi fura, 40 
n'<a - mod m = n şi fură a 0 
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Mul ţimea AD însestrată cu legea aditivă induză este deci subgurp 
al grupului tuturor şirurilor de elemente din i. 

Introduoena ps a) încă o lege de oonpăzi ţie, notată mul- 
tiplionativ şi definită astfel: 


. a a) z A) 40) > (£,8)r— fs 


unda funoția fg : N ——A este definită astfel: 


(a) (n) = i Lu) 


sau, echivalent: 


(20) (n) = ne £(1) (mt) 


3 olar oă deg(î8) < deg(2) + deg(a) deci îs 40). Se varitică usa” 
asooiativitatea înmulțirii astfel definite preocua şi dintributivitatea 
faţă de adunare. Blomentul unitate va fi girul 1 = (1,0,0,...), Deci 
A) este însestrat cu e strutură de inel și se numește inelul poli- 
noamelor într-o nedeterninată cu ceetietenţi în A. i 
Un element £ ea) , £ = (£o9tps:405fp10,.-.) este deot un polinom 
într-o nedeterminată iar £ EA, ic se numeso ocefioienţii polinonu- 
lui, Dacă deg(f) = n, ocefioientul £, se numeşte oeeficientul dominant 
al lui £. 

Polinonul de gradul întti XI € AU) definit prin: 


1 dacă n=>1 
I(n) = 
O dacă n 41 


sau I = (0,1,0,.+..) se numește pedeterminață. Se verifică imediat, 
folosină definiția produsului că: I2 = (0,0,1,0,...); 
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13 = (0,0,0ș140pee:)8 cceei TE a (0,0,:.240,240...) CI pe ocnă pl). 
De asemenea, dacă pentru orice aci notin E (a) = (8,0,...), atunoi 
E(a) e „m şi pentru orice nec avon: 


E(a) TA = (0,0, se 50p0p sk...) 


unăe a apare pe poziţia n+1. Se verifică acun imediat că orice zei) 
cu deg(f) = n, se poate aorie: 


25 laptic Bud, uo)e Îoecep ză 


Obaervaţia. Yom vedea că E: iei, E(a)- = (a,0,...) 
este un morfina injeotiv de inele, astfel că von putea idențitioa 
orice aci cu E(a) = (8,0...) e a) şi deoi orice polinea rea) 
cu deg(f) = n se va putea sorie: , i 


. pai 
Ag 4 


unde £, sînt coefioienții lui £. 


Notaţia folosiţă pentru inelul polinoamelor într-o nedetermina- 


tă ou coefioienţi în inelul A cate A[I). 


6) Pio (4,+,.) şi (B,+,.) două inele, Produsul cartezian 
AxzBa ab) | aci, »eB |] se poate înzestra în mod natural cu 0 


struotură de inel definind adunarea, respectiv produsul pereohilor 
print 


(a,b) + (0,6) = (ate, bd) 


(a,b) (ed) = (as, bă) 


Axiomele struoţurii de inel se verifică ușor. Inelul astfel construit 
se numește produsul direot al inelelor.A şi 5, Blementul sere este 


n SS SR = E ri Pe? 


ze sa, „0,$ Dao 4 și B atat tele unitare, atunei și inelul Ax 
ste unitar, elementul aiu unitate fiind perechea (1,,lp). Dacă A şi 
Bat ineze conutative, stumot și A x B este îmel aomtitativ, 


| De E ei, DI NEA EA 


a met, (goana) 
tul 300 0 Sa nea | se(ya) n ag = ua 

Su) p : şi 

“MB (7). o za = ga Li 

A PA Ip ai - ji Ă Și 

„A e Dasamatratie. ij 

D- PERI SUE E Cata 30 e x + Oy atentă în 
„ambii membri Î adi -veevemibătveate aut naibi, n aaa 
zeta 

„0 pă cpr zi 9.0, 

„ama se ve et st 
Dra. d digi e UA eta o tb cea 7 
„EL | Sufăi 

ii maia St = (eo) e 7 or e (dag 


DA af Analog se tibilepte tagul că 2.9) « Cu). 
„a zane, avent 


„RI (oa) n Co) ni aul) n eta) e ua 


î: Relaţiile 3) rezultă din 2), gi din proprietate de Atatai= 
butivitate a înmulțirii faţă de adunare, 
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Definiţie, Pie A un inel, Un element x€ A se numeşte divi- 
zor al lui zero la stinga (la dreapta) dacă există yea, 7 4 0, astfel 
cat x.y = 0, (3z=0,)e 

Bremplei 1) In orice inel A nenul, 0, este divizor al lui 
zero atit la stînga oît şi la dreapta. 

2) In inelul matrioeler pătratice de ordinul 2 ou ooefioienţi 
în R, Sb 2(8), natricele Pe (a 9) şi P-i = (9 A sînt divizor 
ai 1ui zero oăoi cf. A = 84-00 pi lao, Bao. 


3) Dacă A şi B sînt inele în inelul A x 5 elementele de forna 
(8,03), respectiv (Opsb) sînt divizori ai lui zere, întruoît avsa: 


(8,0) . (0psb) - (0 pb). (a,0p) = (0p+0p) 


Vom spune oă inelul A nu are divizori ai lui zere “dacă sia- 
gurul divizor al lui zere în A este elementul nul. 


Definiţie. Be nuneşte domeniu de integritate sau inel inte- 
gru un înel A comutativ, unitar, cu unitaţea i A 0, şi fără divizori 
ai lui sere. 


Ohservaţie, Condiţia 1, 4 0, în inelul unitar A este echi- 
valentă ou faptul că A nu este inelul nul. 


Bxemple. (2,+,.), (+), (R,+,.), (0,+,.) sînt domenii 
de integritaţe, 


Propeaiiia 51. Pie A un domeniu de integritate, Atunci, 
pentru orice a,x,7 CA avea: 

1) ax = ay pia, == 

2) xa = ya gia40, — 1-93 


Demonstratie. 1) Dacă ax = ay, atunoi a(x-7) = 0, şi cun i 
a 4 Op» resultă că x-7 = 0, deoi x = 3. Analog rezultă afirnaţia 2), 


(da. sa see fase.+ 


Pa « Pie A un înel conutativ Fă Pui 


ma-i gi___ polinoame din A [1] ou deg(?) = n şi dese) = =. 
Dacă £, sau g, Du sînt divizori ei 104 z0xe fn A, atunci deg (fe) » 
Ei deg(t) + deg(g). Dacă A este ine] integru, atanoi AI] este inel 
integru şi pentru orice 2,geA[I] avon: 


dog (fs) = deg(£) + des(g) 


d Demonstrația. Din modul în oare aa definit înmulțirea poli- 
 meenelor rezulță că doz(fg) < n + n și (28)(nea) = £, + Ba: Dacă 
LA = O, ar rezulta că £, și g, sînt diviaori ai lui zero, osca ce 
E zau ipoteza, Concluzia teoremei e aoua evidentă. 


| ! Datiniţie, Pie A un inel unitar, Blemantele inelului A si- 
metrizabile în raport cu l6gea de compoziţie multiplioativă (respeotiv 
[ | Saverasbile) se numesc elemente inverssbile san unităţi ale inelul! . 

Inveraul slementului a EA se notează aL, Mulțimea unităților inelului 
| "A se notează U(A). Se verifică imeăiat că U(A) are e atruotură de grup 
în raport cu operaţia multiplicativă, Acest grup ss numeşte grupul nul- 
Wipligativ a] elementelor inveraabile ale inelului A, Flementul unitate 
a) inelului 1, este una din unitățile inelului 4 şi are rol de element 
meutru în grupul U(4). 


Bxenpla. 1) In inelul 2 a] numerelor întregi singurele uni- 
Vă$i sint numerele 1 și 1 , deo U(7) = (ai, 


2), Dacă A esto incl integru, U(A[Z)) = U(A). Intr-adevăr, 
dacă £,g e A(I] şi fă = 1, rezultă că deg(£) + deg(a) = 0, daci 
„udă atata înseamnă că £ = £ CA, E BEA şi 
îs . îş=1. 

Propozitia 33. Dacă A, oînt inele unitare, atunoi O" 

U(Ax8) = U(A) x U(B) 


63 


Demonstraţie. Dacă a€U(4), » EU(B) iar alei, bien 
siînț inversele lor în A, respectiv B, atunoit 
(as) „(ară or DaCaaă, ml) (1413) 
şi 
Cara sr) (a,b) aca”la,bîv) = (1,1) 


Deoi, (a,b) € (4x38) și (a,b)l = (a”,b"1). Recipreo, dacă. 
(a,b) € U(4x8), există (x,y) e AzB astfel ca: 


(a,b) + (7,7) = (sr) (a,b) = (1013) 


Rezultă că ax = da = 1,, by = gb = dp deoi acU(4), beU(B) pixul, 
-1 
Jab', 


Mortiame de inele 


Definiție, Pie A şi B două inele, O aplicaţie ft: AB 
se numeşte marfiga de inele dacă satisface condiţiile: 
1). £(zey) = £(x) + £() X, XJ €eA 


2). (ay) = £(x) 247) Y sea 


Dacă A și B sînt inele unitare iar £ satisface în plus condiţia, 
5) 200) = 13 
atunoi £ se numește aoifiaa unitar de indie. 
Din definiție rezultă că orice morfisn de inele este și 


morfian de grupuri aditive (de la grupul aditiv al lui A la grupul 
aditiv, al lui 5), Rezultă deoi că avea: 4 


a) £(0,) = 0 
b) . f£(-x) = =t(x) N xeA 
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Condiţia 3), din definiția morfismului unitar de inele nu 
xezultă din condiţia 2). De exemplu: 


a 0 . 
eh, tm) = ( ) (9) aez 
o 0 


ste morfisu de inele, dar f(1) = (o o) (5 i) 


Dacă A,B sînt inele unitare iar £ i; A ——B morfina uniter 
de inele, atunoi pentru ortoe zEU(A) avon f(x) E U(B) gi în pie, 
eta) <(eta))i, matroadevir, cum aa n le n 1, rosuntă ăi 
eta) cari) » tt) eta) = 200) = îns deet 27) scr), 


Un morfina de inole £ : A —— B se numește portiai injectiv 
dacă aplicația £ este injootivă respectiv aorfian nurinatiy dacă dpli- 
cația £ este suejootivă. Spunon că montismul do inele fi 4 ——B 
cate un isomortiaa de inele dacă aplicaţia £ este bijootivă. In acest: 
cas despre inelele A pi 5 spunea că sint izonorte şi sorten 45, Un 
faonorfiaa de iînslo £ : A ——A se numește autanortină al inelului A 

Dacă £ 1 4 ——B este un mortisn de inole atunoi auoleu) 
mertianului £ este prin definiție nucleul lui £ oonatderat oa mentii 
de grupuri aditive, Deci 


noa £ = (ei | eCa)=0y | 


: Bxemple. 1) Pio A gi B două inele. Aplicația fi A ——B, 
22) = 0p pentru orioe xeA este un mortis de inele, nunit aortianul 
ad. . 

2) Pie A un inel, Aplicația identică Id, ! Aa, Iâ,(x)=x, 
pentru orice rea este un morfian de inele, Dacă A este inel unitar, 
10, e merfian unitar de inele, 

3) Apltoația i ; R——0, i(x) = (x,0) pentru orice xeR 
eate un morfism injeotiv de inele unitare, A 


aa 
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4) Dacă A este un înel unitar, aplicaţia ff: 2 ——a, 
t(n) = nl, este un morfism unitar de inele. Intr-adevăr, pentru 
n,n€2 avea: 


2(men) = (men) 1, = ml, + mă = £(m) + t(n) 


t(mn) = ml, = (2) . (a.1) = t(n) , t(n) 
Îi sasi: 
5) Aplicația £ : 0 —=0, î(5) = 8 pentru orice sec (ante 
î este conjugatul complex al numărului 2) este un automrfian al lui 0 
Introadevăr, £ este bijeotivă şi pentru orice UT E0 avon, ţinină 
dont de proprietăţile conjugării în €: 


f(a+v) = te + 7 = £(u) + t(v) 


î(wv) = 7 = VU. = £(u) , £(7) 


Definiţie, Pie A un inel conutatiy unitar, B un inel unitar 
gi Pi & ——B un morfisn unitar de inele, Spunea că D este o A-alge- 
bră de morfisa structural dacă pențru orice ai, bed are 100 re- 
laţia: y 

(a) = biP(a) 
(produsul fiină efeoţuat în inelul B) 


Example 1). 0 este E-algebră, de morfisn atruotural 
ia —=0, (a) = (2,0) 3 
2). io A ua inel comutativ unitar. far (PCA) inelul ne: 
trioslor pătratioe de ordinul n ou coefio.anţi în A. Definia 
Pe a — hu) pria 


7 


pentru orice a€i 


EI 
D 
i 

4 
pI 
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este evident un norfisa injectiv de inele, şi cun orice matrice 
din Aa) conută cu matricele de forza (3 0..+0 ) aci rezultă 


d 


(A) este o A-algebră de morfiame struotural (f, 
a 
3). Pie A un inel cozutativ unitar ar A [2] inelul poli- 


'noamelor într-o nedsterninată cu eceficienţi în inelul A. Aplicația 
Ea — [7], Eco = (ao...) 


este un morfina injectiv de inele, Intr-adevăr, aven pentru orice 
a,b EA. 


E(ueb) = (a4b,0,..-) n: (8,0,....) + (BD...) cela) +c) 


- E(ab) = (ab,0...) = (0,0...) i (popa) = Ela) E) 
i EG) = Qpsou..:) 

- - a E (a) = E(b) ed (a,0,...) = (b,0... Dad 
Acest morfina defineşte evident pe A (1) o struotură de A-algebră. 


Subinele 
Definiţie, Pie A un inel tar 14 f o subaulțime a sa. 
1 se numește aubinel dacă legile de compoziție inţernă din A induo 
legi de compoziţie internă pe I în raport ou care 1 este înal, 


Propoziția 74. Bia A un (ne) și 1 4 d, IA, I cate pubinei 
al inelului A dacă pi pumai dacă patiotace condițiție, | 

D Ver , xger 

2) Y xye€elr $ XI €I 

Demonatraţie. Pie ISA un subinel, Rezultă că I este subgrup 
a? grupului aditiv al lui A, deci e satisfăcută condiţia 1). 7ot din - 


definiţie rezultă că înmulţirea din A induce o înmulţire pe I, deci 
e satisfăcută condiţia 2), 


il aie ui e Lă 


6? 


Reciproc, dacă condiţiile 1) şi 2) sînt satisfăcute, atunoi 
din 1). rezultă că 1 este subgrup al grupului al lui A. Deci 1, ou adu- 


“narea indusă de adunarea din A pe I este grup abelian. Din 2) rezultă 


că înmulţirea din A induce o innulţire pe I care e asociativă gi dis- 
tributivă față de adunare, Deci, I este subinel al inelului A. 


Exemple 1). Pie A un inel. Mulțimea (0| şi A însuşi sînt 
Bubinele ale inelului A. Subinelele (0 ] şi A se numesc gubinele iapro- 
prii. Orice subinel Isa, I +40] » IA se numeşte subinel propriu. 
2). Pie 7 inelul numerelor întregi, iar pz, pe un subgrup 
Carecare a] grupului său aditiv, Pentru orice X,y € p aven: 
I = pa, 3 = pn cu m,n € 2, astfel că : 


x7 = (pm)(pn) = p(mpn) e pz 


” Deci orice subgrup al grupului aditiv al lut 2 este un 'sub- 
înel s] inelului 2, Reciproc, orice subinel al lui 2, fiind un subgrup 
al grupului său aditiv, este de forma p2, peN. 


3) Pie A un inel unitar. Rotăn cu 
O) = (alea ax=za , Y acu) 


Mulțimea C(A) e nevică, căci YI € C(). 
Dacă x,y € G(A) atunoi pentru orice aci avent: 


(x=7)a = xa = za = ax = ay = a(x-7) 
şi 

(m)a = x(ra) = x(ay) = (xa)y = (ax)y = a() , ş 
deci x-7 EC(A) şi xy EC(A), Rezultă că C(A) este un subinel al ine- 


duilui A, numit centrul inelului A. Dacă inelul A este conutativ, 
OA) = A 


_ 1] 


ve 4 Pi 1 PUI rap 


diaactatie. Pie A un însă tor (24| sex e fetite de mt 
A ale sale, Fio B = ai Dacă xzeB, atunoi x,eE, pentru 


NE oale ser dc pi d ei veti sete is1 căi 8, 
mubinele. Hezulti că = = y e 9 pi XyEB. Dacă 5, atat nubinele 
re, B este sabine unitar. 

Za gonexal o rewmiune de subinyle nu cate um cubinei, De 

u, 22 şi 32 pân erwbinele ale lui 2 dar 22 U 38 mu e subiuti 
2456.22 U 0 dur 3-0 e 1422U32, = 

NE AU ese Si ei astia Bai 3 dai 
fa eate ui pubinaă 1 du A oare cotţins mulțimea în 
[ e novidă dnoareaa nica A esta un subinel ce conține WM), 
subinel se numeşte subinelul geperat de multimea W. Din detint- 
monultă că teesta este col mat mio Bubinei al Lui A (în raport su 
iunea) care codtine malțiiea WI. De exempla, în mulținea & a num- 
$ntregi subinelul generat de mulțimea [4,6] este 22, Tntrcado- 
Pit tină în 2 ae mt atiuei Dacă 383 este ca sat 

N ad dui'2 ce conține po 4 și pe 6, atunci 64 = 2 EBD, dei 
ăteipuit dot'2 aparțin 10 3, Remat să 20 cata Gea îmi ate 

să în 8 se sontiae (9,5). i 


69 : 
7 : S(Aşker £) Sea 8(8)., F(I) = £(I) 
este o bijeoţie care păstrea: ca : . 
„Demonstraţie. 1) dacă Ya ef(I), există XyXp e 1 aati- 
fel ca 3 = £(x), Za = £(x2). Deot, 7-72 = f(x) = £(x2) = £(x-x3) 
şi Y]Ya = f(x) £(xa) = f(xyx2), Cun ISA este subinel, x)-rpcI 


Şi XJXp EI, deci Y7-Ja € t(1) şi IIzet() astfel că f(I)SB este 
subinel, 

2). Fie x zze ri) deci f(x), £(x3)ed. Cun IsB 
eate subine], rezultă căt 


(x) - 2(x2) - a - x2) L=304 - 
şi 
. 2(x)) t(x2) = f(xxp)ed 
Deci x-- xperl(a) şi xxpetl() şi risa este subinel, Re- 
-ultă în particular că «(op = Ker fSA este un aubinel, 


3) Definin inversa lui P astfel: 
6 + 80) —m= B(4; Rex 1), 0(I) = e) 
pentru orice ISB subinel, Von stabili că 


Pe 6 s.Idg(p) m Aa Io (istoaia) 


Tie deoi I €es(p); e G)(I) = ee (a)) = 1, căci f este surdeotivă. 
Acum dacă IwS(A;Ker f) (G-F)(I) = sle()ar. Dacă zerr()), 
f(x) Ef(1) deci există yeI astfel ca f(x) = f(y) sau f(x-y) = 0 şi 
x = y = a€Ker £ S 1. Rozultă că x = ay EI şi deci fÎ(f(I)) = 1. 
Evident, dacă ISd sînt subinele ale lui A ce conţin Ker £, atunci 
f(1) S £(I), deoi P păstrează incluziunea. 


7 


al inclului A este un subinel al lui A. De asemenea, din condiţia 1) 
- xezultă că orice ideal stîng (ărept, bilateral) este un subgrup al 
grupului aditiv al inelului A. 
Exemple. 1) Fie A un inel, Elementul nul al dui A și inelal 
A sînt ideale bilaterale ale lui A, numite ideale improprii. Orice 
ideal a] 1ui A, definit de [0] şi A se numește jdesl propriu. 


2), Pie A un inel unitar și x,€A un element fixat, 
Bubmul ţinea 


Li 


ax, sei | x= ax, e» nea] 
este un ideal stîng al lui A iar subaulţimea 


Xgk =|xea |x= za, acaf 


este un ideal drept si lui A. 


Dacă A este un inel comutatir, atunci x, = Ax, = 1 este 
un dăeal bilateral al 1ut A. Cum Î,/EA rezultă Că X,ezA și xpcii 
vaz particulari A = 2, x, = pe. Rezultă că subnulținea pzZ este ideal 
a] lui 2. Deoi, orice subgrup al grupului nâitiv a] lui 2 este ides) 
8) lui 2, Reciproc, orice ideal 1 al lui 2, fiina subgrup al grupului 
aditiv al lui 2 este de forma p2, cu pe, Rezultă că pingurele ideale 
ele lui 2 sînt subgrupurile lui 2, 


3) In inelul A a(8) al matricelor pătratice de ordinul doi 
cu coeficienţi reali, submulțimea: 


1 =|mehute) lu=(o NA 4 abea] 


este un ideal stîng, fără a fi ideal drept, Analog submulţinea 


= (ue date) | u = (9 2) „ apeaj 


cote Adeal drept al lui /bg(R) fără a fi idei! stîng, Mulţinea: 


- astfel ca u 


x = neko) |u = fe ) a,b,a ea] 


este subinel a lui ea(R) fără a fi ideal etîng sau drept deoarece 
nu sînț satisfăcute condiţiile 2) respectiv 2'), Intr-adevăr, produsul 


unei matrice triunghiulare (2 b) cu o matrice oarecare din /„(R) 
E 0 2 


o 
nu este în general o matrice triunghiulară, 


Demonstraţie. Dacă 1 = A, atunoi I conține orice element 
Anveraabil din A. Reciproc, dacă 1 este un ideal stîng al lt A și 
REX, o fiind un element invernabil al lui A,atunoi extată ulei 
"lu e 1461. Dar atunoi, pentru price x6A avent zexi,e, 
deci ASI şi oun ISA rezultă A= 1, 


Meorema 38, Pia f : A ==R un morfian de inele. Atunei: 


de atingi de forga £L(1)SA, unde d ente idesi atina ai lut 8). 

3) Fie JI (Ajker £) = i ISA |I ideal bilateral, 1 2 Ker e] 
= 1I'SB|I' idea? bilateral a) lui Bt, Dacă £ este mortise 
surjectiv, atunoi aplicaţia 


7: I(Aşler £) —=9(0), 7) = e) 


pentru orice I EJ(A, er £),este o bijeoţie, 


73. 

Denonatraţie, 1) Dacă ISA este ideal stîng, pe denonatroa- 
ză la fel ca în oatul subinelelor că f(1) B este subgrup al grupului 
aditiv, Fie yeB şi bef(1). Bxiată daci ac astfel cab = f(a); 

Cum f este morfisn surjectiv, există zei astfel ca g = f(x), Deci, 


7b = f(x) £(a) = £(xa)e t(I) 


deoarece I este ideal ating a] lui A. Analog se tratoază pi camul dăta- 
1elor drepte sau bilaterale, 


2) Pie 188, un indesi sting. Cu 1a subiaele rezultă bă 
1-Î(3) este mubezup al grupului aditiv ai lui 4, Dacă şei și ser) 

ctmaoi £(s) e. 3 pi 2(za) = tt) fta)eă aâteă ma ti(i), Deot Cl 
ante făsn] ottng sl lui A. Ahalog 96 tratează oasul fdoaleler avepte seu 
- laterale, Dacă 7 este un ideal oarteare ai ini 5, ou d 2(0], re 
suztă că (a) 2 Eâ([oj) «= next. 

3) Aplicația invonsă a lut £L eate G i I(8)-—0(Ajter £)4 
G(1') = F(1*) pentza orice 1! € d(8), Intr-adevăr, avea: 


(7-0) (1) = at (1')) = 1* deoarece £ sate surjeotiră. 
„Dacă IEJ(A, Her £), 


(07) (1) =» le) ar 


Li 
Invexe, fie aet'(r(1)), Daci 2(a)es(1). Rosultă că £(a) = 2(b) 
cu be, deci f(u-b) = f(a) = £(b) 0 giu-b = eter fl, 
Atunoi a = be 0 ci și fi(t(I)) =]. 


Demonstraţie, Pio(], | j ex 0 faxilie de ideale stftagi ale 
inelului A şi de isi Iş» Cun fiecară 24 , iSI este un subgrup sa 
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grupului aditiv a] lui A rezultă (la fel ca îa propoziţia 1! ) că d 
este subgrup a] grupului aditiv al lui A. Dacă aci, x€J, atunci 
x€J, pentru orice i€i, deci ar€J, pentru orice 1c€1 şi axe. 
Pie A un incl şi MSA o submulțime nevidă, Există ideale 
stîngi (drepte, bilaterale) ce conţin M, de exemplu A, Notăn 


isi 4ăeal sting * <u >» Contor propeziţiei 39, <u>, este un 


ideal stîng al lui 4. 


Definiţie. Vie A un ideal și WSA o aubmulţine nevidă, 
Idealul stîng(M>, se numeşte idealul stîng generat de mulțimea VI. 
Analog se defineşte idealul drept (bilateral,) generat de mulţizea Îi, 


Din definiţie rezultă că CM), este cel mai mic ideal 
stîng a1 lui A (în raport cu inoluziunea), care conține mulţimea W, 


Propozitia 49. Pie A un inel unitar și MEA o submulțime 
< dea; t, b E nerat de_ nul ţinea 
M._Atuncit 


d a 
(a) <> 22 7, | nem, ajea, zeu, aesca] 
(respectiv: 
n R 
(2) CU >a za * | nEN, 8,4, Xe, 1< asa] 


pentru idealul drept generat de Uşi 


LI 
(3) <> “a a, xy by | aen, apbyea, zeu, is sea] 


-ulul bilateral generat de MW), 


Demonstraţie. Yon ca demonstraţia pentru idealul ating 
“ut de N, Botăm ou N* nul ţinea din mezbrul drept al egalității (1) 
„e verifică imedâtat că W' ente un ideal stîng al lui A. Cun A este inel 
uniter, rezultă că M'2M. Intr-adevăr, în cazul n = 1 gi xy = 1% 
rezultă x, € W oricare ar fi x, EH. Cun CU>g e cel mai mio ideal 
stâng al lui A ce conţine mulţimea W rezultă că W'><u> e 


"Reciproc, cun M S <u>, și <>, este ideal A ir dd re . 
zultă că <M>, conţine toate numerele finite de format E are 


DER, aj€A, ICH, Asie, adică <u>, 2. 


Dacă A este un inel unitar, idealul stîng (drept, bilateral) 


generat de mulţimea (x,| + 2, EA se numeşte idealul principal stîng 
(arept, bilateral) generat de Xp. In acest caz, avent 


Cr) p = 43, = fax |aeaj 


respectiv ? 
CX a 2 xi = (aa |aea] 


Dacă A este însl conutativ, xi = Ax, este idealul principal (bilate= 
ral) generat da xp '8i se nai notează (x). Astfel, de exemplu orice 


ideal p2 al lui 2, este ideal ini generat de numărul natural pe 
Deci p2 = (p)e 4 


Definiţie. Pie A un inel unitar tar I şi J două ideale 
"îngi (arepte, bilaterale) ale lui A. Se numeţte sua fdealelor 1 


şi se notează I + JI idealul stîng (drept, bilateral) generat 


Dual ie 12 ae shi 
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Demonstraţie, Pie £ = (ata, [a €1, ac] K este un idonl 
stîng (drept, bilateral) a1 inelului A. Intr-adevăr, dacă x,ycf, 
Iata b + ba ou ab cl şi ab € d, atunoit 
Xx-y= (a - b,) + (ap = ba) E E. Dacă ceai atinoi za = za +za ek 
deoarece za <I, za,eJ. 


Observăn că K21 și K2J, decarece orice a)cI, respectiv 
: ap€d se pot sorie 


a= 0 +0€K gi = 0+apet 
Dacă IL este în ideal stîng al lui A ce conţine IUJ, atunci 
pentru orice acel şi ape] scIuis IL, apgEIUIsL deci 
8, + ap€lL astfel că EL, Rezultă că K este cel mai mic ideal etinr, 
al lui A ce conţine IUJ deci Es<IUI>=1+9, 


Observaţie. Dacă 1,7 sînt două ideale stîngi (drepte,bile- 
terale) în inelul A, mulțimea i = (ab | aer, bed] nu este în general. 


-un indeal stîng (drept, bilateral), Produnul idealelor 1 și J, notat 


Id se poate defini ca fiină idealul stîng (drept, bilateral) generat 
de mulţimea W. Se poate arăta analog că: 


EI 
II 2 ab, | nEN, aer, be, Leica] 


- Inel. factor 


. 


Pie A un inel iar ISA un idea] bilateral a1 său, In parti- 
ocular I este un subgrup (normal) al grupului aditiv al lut 4. Pe 
se introduce o relație de echivalență în raport cu 7 astfel: 


(2) x= 3 (mod) o. x-3el 
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Pie 7 grupul factor a] lui A-în raport cu I. Blementele 
lui 4/7 sînt clase de echivalență de forma =(x + 1 = (a +. laer] 
Legea de compoziție aditivă în raport ou care 1/ 7 € grup abeliaa se 


defineşte prin: 


aa „N 
2+3 = x+y 


Elementul neutru a] grupului este 6 = 1. Vom vedea că 4/. poate fi 
înzestrată ohiar cu o structură de inel, Mai precis aven: 


Demonstraţie. Pentru a nu complica sorierea, an folosit 
„utațiile "+" gi "." penteu operațiile ou clase de echivalență, la 
fel ca și pentru operațiile ou elemente din A. An văzut mai înainte 
că mulțimea 4/7 în raport ou adunarea definită oa mai sua este un 
grup abelian, 


Să verifioăa că înmulţirea e coroot definită: Pie ret, 
IE? deci m, ex (mod) cp x- x =asl 


şi Ta 5 9 (mod I) => goga ber 
Atunoit 


Xe ya (ea) e (pe db) arabe ab 


Rezultă : 
XI = Xe Ay + Xb + aber 
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„deoarece I este un ideal bilateral al lui A. 
Pas A 

Deoi Xe N: 

Inmul ţirea astfel definită este asociativă: 


a a E. po RDI 7 sea, MIE 9 Pip 
(8.9) .î = 9.2 = Goga = (972) a RF = 3.(3.2) 
gi distributivă față de adunare: 


DĂ 0 3 E 2 N a A 


ad AA 
= XI + X.2 


ge Aa Ps 
Da = yd = (ea = Ii = hf = 


Pe Mp 3 
= XeZ + Jez, 


Inelul (4/7, +, +) se numeşte inelul faotor al inelului A 
în raport ou idealul bilateral I+ 

Dacă A este inel uniar şi 1 este elementul său unitate, 
ntunoi Î este elemeit unitate al inelului Ay. Intr-adevăr, pentru 


orice 3E4/, aven: 


a 


A PN 
3. ds ui 3.8 


L.Pă 


Dacă A este inel comutativ rezultă imediat că şi Aa este 
inel conutativ: Y 

Mplioaţia pi A — Me p(x) = £ pentru orice xEA este 
un morfism surjeotiv de inele. Intr-adevăr, pentru orice x, J EA, 


plat) = îy = 8 D= pla) + pr) 


şi A 
pg) == 0: 3= pla) . pr) 


iar orice element din Aa e de forma £ = p(x), xEA. Morfisnul p se 


numeşte surjecția canonică a inelului A pe inelul factor Va Ruoleul 


aceatui mortism este ohiar idealul bilateral I, Intr-adevăr, 


Ree p= (zei | pi) 6] =(eealâ=xsr=1]=1 


vacă A e inel unitar,p e morfisn unitar, Fă 


Observăm că noţiunea de ideal bilateral joacă în teoria 
inelelor acelaşi rol cu noţiunea de subgrup norzal în teoria grupuri= 


107e a 
Bxemplu. Yom pune în evidenţă inelele factor ale inalului 
oomutativ al. numerelor întregi 2. Am văzut oă orice fdeal al lui 2 
e de foraa n, ou nEHi. Relaţia de echivalență definită de nz este 
oongruenţa modulo nt 


7x73, za (mod n)er - gen 
x 7 = m, kez 
Olasele de achivalenţă modulo n sînt 


to ao decat ai Lea): 


Pe mulţimea factor 2/g = ț6,Î,.-.„5l ] notată 2, avea dstinite opera- 
iile de adunare gi înnulțire: j 


îi dati „ W îgea, 
3, Ş = Ş , Li 2,5c3, 


în raport ou care devine inel comutativ numit; incăul claselor de ros- 
uri modulo n. Elementul zero esta olasa 


î=0+ ma = (nk /keaj 


iar opuna olanei £ n olasa 2 = ni, 
“lementul unitate al inelului este 
N 


îs ae nas (e mk rea]. - 


Bo 


Inelul LA are multe aplicaţii în teoria numerelor , In cele ce urmonză 
vom pune în evidenţă unităţile sale. 


Propozitia 43. In inelul 2, nl elemonțul £ este imver- 


sabil dacă si numai dacă numerele x şi n sînt relativ prime. 


Demonstrație. Observăn mai întii că ducă numerele x şi n, 
sînt relativ prime iar y = x + kn, ke ațunoi y şi n sînt relativ 
prime, Pie acum Se 3, inversabil, Există âooi fc, astfel ca 
2.â = S = î, de unde xz =1 + im pentru un kEZ. Cum xz - n = 1 

“wezultă că singurii divizori comuni ai lui x şi n sînt +1 şi -1 deci 
x şi n sînt relativ prime, Reoiproo, dacă x și n sînt relativ prine, 
există C, pe 2 astfel ca dx + Ay = 1. Aplicină surjecția car- 
nică p. acestei relaţii obţine £ . 8 = Î și 2 e invereabil în 2, 

In cencluzie, inelul 2, are akîtea elemente inversabile 
cîte numere naturale mai ici ca n şi prime cu n există. Acest nunir 
se notează cu (P(n). Funcţia “P este funoţia lui Ruler, De exezuu 
v(zg) = ji, 5], oa 


Teoreme de izomorfisne pentru inele 


Meorema 44 (Teorema fundamentală de izomortiam). Pio 
SA. de tf: de E] 


O: Apo e — lat 


asttel oa £ = i» 6-p, unda 4 : In f —=A este injecția canonică iar 
—— A/Ker f 80 i prea 8 te unicul 
aorfism de inele care fac» comutativă diagrama: 
m 5 3 


pp 


A/ker £ — - ---Ia f 


8 


> Demonstraţie, Morfisnul de insle f + A ——B este în par- 
ticular un morfism de grupuri aditive, Din teorema fundamentală de 
izomorfism pentru grupuri rezultă că există un unic morfisn bijeotiv 
de grupuri 


e: Mier plat, D=, E VI Li 


astfel încît te 9 + p = £. (Pacem'remaroa că notația folosită de 
astă dată pentru grupuri este aditivă). 


Rămîne să mai arătăn că 0 este un morfisn de inele. Intr- 
_ adevăr, pentru orice 3,3 E Apor și! î=x+ Her t, 3=y + Her f, 
avem, ţinînă cont de definiţia lut € , „a produsului olaselor precum 
şi de faptul că £ este morfisn de inele: 


9.3) = 009) = 2) = 1) 20) = 200.20). 


Aplicaţie. Pie Li 2 numere relativ prime. Atunoi 


Za, se 20 x 22, „ Pentru a stabili Sopa atirnaţie, considerăm 


funoţia 


21 225 ae 103) snt, Pa(x)) 


unde py : 2 ital PU Pai 2 ii, îi sînt cele două proiecţii oano- 
nice, Se verifică imediat că £ este morfism de inele. Dacă xeker f 
atunci py(x) = 0, po(x) =0 gix e m2 [1 m22, adică m/x şi n/r. 
Cum n şi LE uînt relativ prime rezultă că nyno|x dar atunoi 

xe mm. Reciproc dacă x e n,m-3, n 23/X şi xeKer f . Rezulti că 


Ker t = n moZe Din teorena fundamentală de izomorfisa, 


In f  7/ =! 
: ia na 


(da.sa/se8 fase.s 


ga 
0un ln fs luă 2. este un subinal care are un elemente, rezultă 


că In f=23 şi deci, 
= 1n, * ap 


în * 7n2* în, 
De exemplu, pg 2, x 23-- | 


Aplioînă acum propoziţia 33 izomortismuki ds nai sus obţi- 
nea: 


Wa) * UCI, ) x VI) 


Rezultă în pi sot oa că 


„P(mpn2) = Pay) Paz) 


„KPa N ——U fiind funoţia lui Buler), 


a te de A 


1) 4 + 1 = za zen, ac | este un subinel al lui A, 


2) 1 este ideal bilateral al lut A? + I şi A'(NL este ideal 
bilateral al lui 4! = 


3). Bxistă „un izonortiaa oanonto 
9: a/n (A1+1)/7 


Demonstrație, 1) Pie u,v CA'+I. Atunoi există x,yea! 
şi a,b astfel ca u = za, v =. 


Cum u-v = (2-7) + (ab) Ea! Fi 


uY=X7 + (2b + a3 + ab)ea' +1 


t> 


rezultă că A'+I sate subinei al lui A. DD 
E 2). 1 fiină iăeșl bilateral al lui A este evident ideal 
bilateral a! lui A'+I. De asemenea, cum A! şi 1 sînt subinele ale lui 

A, rezultă că A! este subinel al lui A, soi și al lat A'. Mai mult, O 
pentra orice a€i!f1, zei! avea za EA, axei! căci A' este subinei | 
şi za € I, ax € 1 deoarece I este ideal bilateral, Deoi xa,ax ci! 

gi A'NI este ideal bilateral al lui A!'. | 


3). Pio i t A! —a' + 1 morfiamul dp incluziune i(x) = E! 
pentru orice xea' iar 


Po 00370 Pia) sm ea! 


surjeoţia canonică. Pie £ = Pe ip deoi 


Sabu ti i hide cama d 


e a ——a"/ 


ş ti 
£ e morfina surjeotiv de inele iar Ker £ =Azeat | 2) = Ie. 

= (aci! |n + 1 = 1]= A" 1. Din teorema 44 tezaltă că există un 
1zomorfism canonic: 3 


9: an SA Ola a) rel E 
pentru orice xea', A 
. (A III-a 120mor: = 
I un indesă bilateral ai său şi Pi Ap, (a) exe pentu O 
j 
orice xEA surjeoţia canonică, Pie (AI) = | Mi g A subinel A 

ISA! | şi S(4/7) =Î8 |Bsw,; subinel -| Atana i: 
1) Aplicaţie i: SAI) —=8(4/7), (at) = Qui) = 

= A'/7 pentru orice A' € S(A;I) este o bijeaţie. 


2). Dacă JES(A;1), I este idea] bilateral în A dacă şi 
numai dacă J/7 este ideal bilateral în A/,._ In acest cat, exlată un 


z 


E ui bi 


ad 


BE 


o. 


izonorfisa canonio 


6: 4/3 SWpa/p 


Demonstraţie. 1) “P fiind un morfian surjeotiv de inele, 
afirmația rezultă din teorema 36. 


2) Cum pentru orice JES(A;I), 1/7 = P(I) prima afirmaţie 


“a punctului 2), rezultă din teorema 38. Pentru ultima parte a teore- 


mei se consideră morfinnul surjsotiv £ = po? unde PiA ——AW/p 


„vespeotiv p ! 4/7 —u/p (79 sînt proieaţiile osnonice+ 


(a) = 2 + 1, 9 xi 


p(z+I) = (ae) + 9/p XX mIeA/y 


Se observă că pentru orice xi avea: f(x) E-3/y dacă şi numai dacă 
x+ 169/p, sau red. Deci Ker £ = d, Din teoreaa 44 rezultă că ex+ 
tă un izonortfism canonio 


e: W*Q/Du/p Pa) = 2) + Ja 
pentru oriob olasă x + IEA/g: 
Aplicaţie, Yom descrie idealele și inelele faotor ale ine- 


lalui olaselor de resturi modulo n, 7. Fie pi 2 —=2 pă) == 


= x + n3 pentru orice x, proiecția canonică, Cua p, este un morfian 
surjeotiv de inele, din teorema 38 rezultă că există o roreapondență 
bijeotivă între mulţimea J(2,n2) a idealelor lui 2 ce conţin idealul 
nă şi mulțimea J(2,) a idealelor lui 2 oorespondență dată de : 


163(2,n3) sr pp(D) = (3 |xerţe= Vuze ap) 


respectiv $ 
IE I(2,) a pp) = (zez | et jea(an2) 


e: 


i . 


Pio 1 = ppL(£). Deoi 1 ate un ideal al lut 2 respectiv 1 = az, 
n€2, n >0. 0un 12n2 rezultă că s/n (nZ2nZeemjn). Dar atunci 

E = Dp(9pl00)) = Pa(a2) = u2/jp+ Ta concluzie, idealele inelului 3, 
sînt de forma n/a ca m/n. : 


_Contera teoremei 46 rezultă că există un izemoriton oa= 
nonie i 


e: Mag SS 20/(aa/na) 


Deoi inelele factor ale lui 2, sînt izomorte cu inele faotor de forma zi 
2 cu m/n. E 


8 3. Corpuri 


Definiţia, Da dani anitar E; 04 î£ A Op se masegte goa ud 


daoă orice element xek, x 4 Op este inversabil, respectiv există să 


x"le E astfel cat 


mal 2 la = ie 


Din definiţie rezultă că mulţimea elementelor nenule din &, 
EX = KN(O] formează grup faţă de înmulţire. Un corp comutativ se mai: . | 
numeşte gânp. i 

Exemple: 1) (Q+,.), (8,+,.dp (Er) “sînt corpuri 
conutative, p , 

2) Pe produsul cartezian E = R? se introâuo două 1egi de 
compoziție internă definite print 


(a,b,0,d) + (arbrorar) = (arat, b+b!', oro!, deâ?) 
| gi E a 
| (a,b,0,d) + (a*,b'uor,ăt) = (aa bb! = 0! - dă, 


ab! + ba! + od! = de', no! = bă! + oa! +dbt!, ad! + bo! = ob! + da'), 
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Î în raport ou care H este um inel unitar. Unitatea sa este (1,0,0,0). 
Inelul nu este comutativ, Dacă zei, x 40, x = (a,b,o,d) avea 
a2+bâyoâya2 A 0 daci există x'eH, 


. 


b Li 4 

» ZE iz d sre seaca iale aa, era: Deac aere rea e 
a a +bo+ - a ebîsoed”” a +bos+d d PRE ap] 
k astfel oa zx' = X'x = dy. Dei A este un corp necomutativ, numit cor- 
a 
|. pul euaternienilor. Elementele sale se numesc cuaternioni, 
Observaţie. Intr-un corp nu există divizori ai lui zeze 

Rezultă în parțicular că orice corp conutativ este domeniu de inte- 
gritate. Intr-adevăr, dacă ay = Op cu x,yeE şi prin ipoteză x 40, 
atunoi există LEX astfel oa xxl = x la = Ip. Amplifioind la stin- 
ga relaţia xy = Op cu FI, avon: 


4 7 = (3 Îc)y = ri) = "10 = 0 


Rriată însă domenii da integritate care nu sînt corpuri 
Un exemplu în acest sens cate inelul întregilor 2. Avea următorea: 
| Propozitia 47. Orice domeniu de intearitate finit ate 
| osrp comatativ, 

Demonstraţie. Pie K un domeniu de integritate finit iar 


a€Kk, a 4 07. Von arăta că a este inversabii, Considera în acest 
| seop aplicația 


hi E-E, ha) zar, E et 


b, este e aplicaţie înjeativă căot h(x,) = ho(2)eme ax, - 1x2=9X)=3 
deoarece K e domeniu de integritate, un E este mulţiae finită şi h, 
| e îndeotivă, resultă că h, e şi surjactivă, Exiată deoi a'€e E astfel ca 
sa! = h,(a') = dp. Dar a' 4 Op (altfel aa avea aa' = 80 = Ox = 1p) 


| i > =, 


5? 


şi putem repeta acelaşi raționament pentru a!, Briată deo a"că cu 
a'a" = lg. Dar atunci 


a" = dpa" = (aa')a" = a(a'a") = 


In conoluzie, ea! = În și a'a = dp, deci a este inversabil și 


al = a'€E, Rezultă că E este 00rpe 


Cerelaz 48. Imelul 2, 4) alageler de resturi module p cate 
corp dacă şi numai dacă p este numi prin. 

Demonstraţie. Roamintia că pez este nume prin dacă şi 
numai dacă pentru otice 2,7 € 2 ou proprietatea că pay rezultă oi 
p/z sau p/y Observău pentru început că inelul 2, este fisit, ou p le- 
mente. Centre peeposi hint 47 va 21 eutiatest vă detii că 8, este de- 
meniu de integritate dacă și numai decă p sate nui pri, O 

Presupunem dot că 2, ate domeritu de integritate. Fie 
x,7e2 astfel încît y/xy. Atunoi în incâuă e avem î.Ș-Ş-0 
şi aua în 4, nu există divizori ai lui sere, î = 6 mn Ș = 6. Deci 
x = 0 (mod p) sau 7 2 0 (asă p). 0u alte cuvinte, p/z stu p/y. Resultă 
că p e număr prin, 

Reciproc, presupunea că p e duse prin și fie Î,f e d, ast 
fel oa 2. $= 0. 0un £. $ = 3 rezultă că zy 20 (od p), deci 
p/xy. Atunoi conform ipotezei, p/x sau p/y . Deci = 0 nau =0 şi 
2, este domenia de integritate, E 


Pronoziţia 99. Va dai enitas meaul A sate coco dacă si. amet 
dacă ajunuzele cale ideala ptiagi sau drente atat fouțat a. 
Denongtirajie. Presugunea că 4 sate oaap și fie ISA dn ddenă 
stîng 14 0, + Atunot în 1 exiată cel puţin un element x 20, Cum A 
aste corp, £ eote un element invernabil, Conform propoziției 57,82, 
atunci I = A. Analog se face denonstrația pentra i ideal drept să lui A, 


FT 7... 71...” y €. 


d 
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E „ Reoâgiroo, presupunem că giagurele ideale stângi şi ideale 
„- âsmpte die iat A tut (0, i A. Pia xi, x 4 0. Dealu sting ge- 
i „mt dn cete îm 0 zei, aomiătă să ae 40, | dnei dn = 3. 
i 4, an 1, EAx, rezultă că există z'E4 astfel ca ă'x = 1, -Anelog, 
Sâmutei dept Gabarat de 2, ză cote nemă clei zeză, deci ze A» Aici 
A ra astfel ca xi = 14. Di iz e 1, pi e e 1, rezultă 


n Soll ratate ae 


baile. per ERP ISP ie a PPE 
te deuuă 8ă lntăe: Om io î eee în dim dieteetă d dai, 
meta ma met eta]: Dacă Bee £ = E, atunet cam t(lp) î îş 4 Op 
„ae memata oi înț, deci ooubrodtoție. Bosultă 9ă foz £ = (Op). 


“N - niamațiia mootpineă poaultă din faptul că Anei A dă condi 
NE PRON A0ă Mi) ne piete rte î4eata alattanța 4 &.pă (0, j-- nt 

vie, mal at exista aa ideal propeiu ci sân, Z,atumat sontimul dane- 

"A „ase 4-/g na aste imjnotin dap A/7 aste în tn01 penal, unitare 


3 


Ep: Dotinâţie 0 sobaul ine noviăt 7, unui enep E se numeşte 
 Mticonp să dui K dacă legile de componiţia internă din E induo legi 
de compoziție internă pe 1. în raport cu vane L esta Gotpe 


89 ; PI. 


D pentru orice x,y EL mpx] EL şi xyel Ă " 
2) pentru orice zel, x 4 0 —xler, 


„ 


Damonatratie, Dacă 1, este subgrup al 1ui X, confera defini, 
ției, L împreună cu legide de compoziție induse pe L de legile din E 
este deoi sînt satisfăcute condiţiile 1) şi 2), i L] 


Recipreo, dacă conăiţiile 1) și 2) sînt satisfăcute, din 1) 
! rezultă că L este subinei a] dui K£. Din 1) şi 2) rezultă că pentru i Li 4 
orice XEL, x A Op avem xxl = Ipel. Deoi L este atbinel unitar al E, 
lui K. Mai mult, din condiţia 2) rezultă că L este cofp, dsot un au 


oorp al lui K. 


Observaţie. Condiţiile 1) şi 2) din propoziția 22) sînt. 
echivalente, așa cun se poate vedea ușor, cu condiţiile: 

„T) pentru orice x,yeL —z-yeL Li : . 

2") pentru orice xyeL,y1o—y ie 1 


Dsiatite Mat ste a piere ant er 1 spa E 
că £ este e extindere (aau extensie) a corpului L+ & 

Dacă corpul K este o extindere a corpului adam 19 2 Li 
tunoi coneiderină injeoția canonică i + L-=E, E poate fi oensiderat O 
ca e L-algebră. Reciproc, dacă un corp E esto o L-algobră, unde Lu ) 
este un corp conutativ, atunci morfiamul structural î 3 L —E fină | 
tmjeotiv (din oerolarul 50) putea identifica pe L ou imaginea sa înă O 
şi astfel putem considera pe E drept o extindere = lui 1, 


Exemple: 1) Corpul .numrelor raţionale Q ete ua subcorp 
a1 corpului numerelor reale R. Cu alte cuvint, R este o extindere 
îl q. | , 

» 2), Am văzut 0ă, corpul numerelor domplexe 0 este o R-algabră 
de mortiene steuotural (fi BR — 0, P(a) = (a,0). Identitiotnă O 
. pe R cu imaginea aa în C prin (P'+ von putea privi pe ca john - 


i oa mii E 0 a in 3 i citi a E sai i TA i, TIE 
k Fi : » a 


9o 


mmboerp al lui 0, veapeatim von putea afirma că 0 este e extindere a 
lui R. Mai mult, notind on i elementul (0,1) € an element oarecare 
„ (a7)EC se va putea ncrie sub forwai ai 


(7) = (a,0) + (0,7) = (2,0) + (0,1) + (7,0) = 
=x+ î7 


"md am Mdembifiont perechile (40) pi (710) a P aa x stapetite 
eta, Blementul 4 = (0,1) 0 satiofaqe rolatiai 


12 2 (0,1) .» (0,1) 3 (1,0) = ea 


A Is e ce de aula lt la d 23 mei în a 
campania) dat a. mem vă = s2 + 9 dar funia E 0 0, Mă 
mame amice se€ cate ua autonortisn al lui 6, care lat dimentante 
E: elementele lui E, renpoctiv pentru orice sea, f(a) = a (altfet spua, 
£ este un autozorfisa de E-alaars), | 
3) Oampui ouaternionior Ri prezentat înte-un exemplu mei 
"sas este o R-algabră de morfisa oteuotural 


Ş Ey, . [di BR —=B, (a) = (8,040,0) „4eR. 

i meotianaa | fiii înjeotiv, deci A îe (Ț(8) vea putea AMentâliea 
ÎI (modulo aceet izonortisn) aci cu (3,0,0,0) 6 E prișină astteă pe 
'4 oa un suboerp al lui îi. 

000) e Se 00), = t0pa,bua) 

î 


ș INI i Sel, e e ceia mă Fă aptă ini 


> - E, 


se 3305 


iar elementele 1,j,k 6 Îi satisfac condi ţiile: 


“3 


220 sii 399% dk = i Es 


u 
LS 


Dacă oconsiderăa aplicnţia £ : 0 ——E, t((a,b)) 
= (a,b,0,0) observăm că £ e un morfisa iînjectir de corpuri, deci 
cc £(0) (adică € este izomorf on suboorpul cuaternionilor de forma 
x A bi + că + dk, ouo = d = 0), H nu este o 0-algebră deoarece 

de exemplu ij 4 ji. 


In exemplul 4) in $ 2 la morfieme de inele aa văzut că 
aplicația £ : 2 — st) =, 14» nez (unde A era un inel unitar 
oarecare) este un norfisa unitar de inele, Nuoleul său va fi un ideal 
bilateral al Lui 2. Sristă deot peZ, p>0 astfel încât Her £ = DB. 
Hunirul întreg p astfel definit se numeşte oaracteriatica inelului A. 
Proprietăţile sale vor fi deoi: i za 


- 
. 


1). p. 4 Ei 9 
2). (7) nez,n. 4 = Op pa. 


(deoi e cel mai mio întreg positiv ou proprietatea că p . uU = 0): 


|] 
De exemplu, caracteristica inelului 3 este O tar a inelu- 


lui 2, = 2/yg este 4. Pie acum A un corp; atunoi In FSA este un ds= 
meniu de integritate, Dacă £ e injectiv, In £ = 2 iar caracteristica 
lui A este 0, Dacă £ nu e injeotiv, conform teoremei Pundamentale 

de izomorfisn pentru inele In £ = 1/ za (unde p este caracteristica 
corpului A), 2/5 trebuind să fie domeniu de integritate, p va fi nu- 
măr prim. In conoluzie, caracteristica unui corp este fie 0, fie un nu 
prim. Când caracteristica corpului A este 0, norfiamul unitar de inele 
f i 4 ——A definit mai sus se poate extinde la un morfisna injeotiv 
de corpuri ji Q—=a, d (3) = t(n) , (2(n))”2; pentru orice 24, 
astfel încît A conţine un suboozp. izomorf ou 4. In această situaţie, 


] 


E ă +: Si Ş i 
Me Re €, ÎL. Dacă caracteristica corpului A sate p, 
atunci, din cele de sad sus, rezultă faptul că A conțin: 


1 


ET: 
bx] 
i 


CAPITOLUL II 


Spaţii vegtertale 


Noţiunea ăe vector, întiinită în geometria analitică gi me- 
oanică poate fi prezentată într-un cadru mai general, așa cun von vo= 
dea pe parcursul acestui capitol. 


$ 1. Sbaţii vectoriale; definiții, exemple, proprietăţi 


Definiţie, Pia K un corp. 0 mulţime Y 4 f înseatrată . 
o lege de oompeziţie internă notată de obicei cu "+"astfel oa (7,+) = 
să fie arnp abelian şi ou e lege de compoziţie externă notată de obi- 
cei multiplicativ, i 


LrV——Y (aro a. 7 acn,xet 


. 


care are urtătoarele proprietăţi: 

| î 1), (a+b)x = ax + br Y! a,bet, ret 

| 2). a(x+7) = ax + ay Y act, x,yet. I 
3). a(bx) = (ab)x Y' a,ber, xet 


4) Igx=a Ț ze, 


se numeşte spaţiu vectorial la stinga peste oprnul E. 
Dacă condiţia 3). se înloouiegts cu condiţia 


3) a(bx) = (ba)x. E. a,beE, xer 
atunoi se spune că Y este un spaţiu vectorial la dreapta peste corpul E 
34, de obiosi, atunoi înmulţirea externă sa defineşte prin: 
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Var——T, ra) ., Vaek, ze 


iar vele patru proprietăţi de mai sus devin: 


. 


11). x(a+b) = xa+ d Y a,beE, xet 
2). daia d xa + ya Y ae, x,yet 
3*). (xb)a = x(ba) Y a,bceE, xeY 
m) xigsx T xeY 


Dacă corpul K este conutativ, spațiile vectoriale la stînga 
sînt şi spaţii vectoriale 18 dreapta şi reciproc. Cua toate proprietă - 
Vile spaţiilor vectoriale se demonstrează 22 fel pentru spaţii vectr 
riale la stînga şi la dreapte, ne von limita doar la studiul spațiilor 
vectoriale la stînga. De fapt, pe „tot parcursul acestui cure, corpi KE 
va fi presupus comutativ, 


Elementele spaţiului vectorial Y se numesc xectori inr legea 
de compoziţie internă se numește adunarea vectorilor. Elementele corpu- 
lui KE se numesc scalari iar logea de conpoziţie externă se numește 
îmmulțirea vectorilor cu sealari. Adesea, în loc de apaţiu vectorial 
peate corpul K voa spune simplu E-spaţiu vectoria]. 


Exemple. 1) Dacă K este un corp cosatativ, Este să E se 


poate înzestra cu o structură de K-spaţiu vectorial definină cele dovă 
legi de compoziţie astfel: . 


PETE a ai FI Caps) + (Fa oossăp) = 
E (optat) E apese (pop) 
respectiv 


„1ă zD—A [i (xp) = (ax poses8ă,) 
V a€ek, (area) ene 
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. 


Elementul zero e) grupului abelian (£1,+) este vectorul Ogn=(0p es +0) 


iar opusul veotorului (xyș-++1X,)EE? este veotorul 

(eee) = (x ee) 
Cele patru axiome ale înnulţirii cu soalari ae verifică scai ţi 
nînd cont că operaţiile se fac pe componente. 


In particular, astfel se poate organira Ri ca R-spaţiu vao- 
torial și CX ca Cospaţiu vectorial pentru orice nef, 


2). Grupul aditiv € a numerelor complexe poate fi înzestrat 
cu o atruotură de R-apaţiu vectorial definind legea de compoziţie ex 
ternă astfel: 

1Rx0 —0 3 a(x79%3) = (axyraxp), F sef, 
Cagyxo) ate i 

3), Pie K un corp comutativ (în particular E =R sau E= 0), 

an ei iar 


mat n [47 4» Cory gsca "age  1sisa 


Icăsa] 


mulțimea matricelor ou m linii și n coloane cu coeficienţi în corpul KE. 
Mulțimea al) a fost înzestrată cu o structură algebrică de grup 


comutetiv în raport cu adunarea maţrioelor, Legea de compoziţie exter- . 


nă o definin asţfel: 


st E bal DD ua CA) aa 


pentru orice Act, 1 en (E)s As (asi cica 


Is dea 


unde AA = (bijda cica » 44 = Aa pentru orice 1Si<a, 1<jsn. 
lsisa 


= 


» iona i 
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In raport cu cele două legi de compoziţie PA) devine un K-spaţiu 
vectorial, : 

4), Pie R(I) mulţinea polinoamelor în nedeterminata I cu 
coeficienţi în corpul R. Pe grupul abelian (R[I], +) fie abpoita o lege 
de compoziţie, externă astfel definită: 

“18 xB(I]—R(I] ; (dz)rneae — umăe pentru orice 


LER, feR[I], £ = arat +...+ ae 
LE dat Ca E tot Ca, 
In raport cu adunarea și înmulţirea externă astfel definită, R [1] 
este un R-spaţiu vectorial], 
5). Pie a,beR, [a,b] = (zen |a < re] sax alb] - 


-(e/e [i [ab]-—a] mulţimea tuturor funoţiiler definite pe interva- 
lul [a,b] ou valori reale. Pe această mulțime detinia o lege e cun 
poziţie internă, aditivă în raport cu care devine un grup abelian 
astfel: 


+ alb] 2 plat] — ah), (£.p)r—t+ e 


unde £ +s: (a.b]-—a e funcţia definită prin: 


(2+8)(x) = 2(2) + a(a) Y. zela,b) 


Plementul neutru e funcţia nulă 
9: [ab] —a, 9G)=o0 re [a.b) 
iar opusa funcţiei £ e Rla'b] e funcţia 


-£ e [ap], (-0() = -eta)) 7. ze la] 


3 
. 3 ” 
Pe grupul abelian (alab), +) introducem o lege de compoziţie extorră — 
definită astfel: x 


„axă _o plen] , (ft) dt 
unde funcția ££ : [a,b] —— BR se defineşte prin i 


(d £)(a) = d f(x) , o ve xe[a,b] 

1n acest nod, Rl*'P] e înzestrată cu e structură de apațiu vectorial 
real. ni E - 
6) In geometrie și mecanică se întrebuinţează noţiunea de 

vector pentru un segment orientat [x,y] , unde x,y CR. « ce numeşte 
” punotul de aplicație al vectorului iar y punctul fina]. Un astfel de 

vector se nai numeşte vector legat, Mulțimea tuturor vectorilor le- . 
| gaţi din BA nu formează ua epaţiu vectorial, Doar considerină toți» 
vectorii legaţi cu același punct de aplicaţie x, € 8, mulțime pe care 
o von nota 1 =A fos] | xee] putem defini o structură de spa- 


ţiu vectorial astfel: £ 
+: 1 x ta. [roz ]+ [07 Je ee ze, ] 
vagoa] n [xp] er, DNA 


1 
” „Ra i Stie Ti a (xp0x] = [pe ax + (aa) 10] 


Y. ae, [xosx]et:, N 
Elementul nul este vectorul legat [xps7, ] iar opusul veotoxului 
[9] - e » botorui [x x + 27]: LR se mai numește spaţiul : 


vectorial c. veotoriler tengentă în x, da EP. 
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Adesea însă în mecanică se utilizează noţiunea de vector liber, In tedr- 
rea definirii vectorilor liberi, să introducea pe mulţimea tuturor vno- 
toriler legaţi din R?, 


Ş = [mu] | z7ce | 


. [070 ] (ca [aa] = Io%e 


PA 
Olasa de echipolenţă a vectorului legat [Je k e von nota [x,y]. 


0 relaţie de echivalență, numită relatie de echipolenţă, astfel: | 
Deci, | 


AN 
[07] = (Don Je] [oare JJ 


Observăn că în fiecare olasă de echipolenţă (zur) există un unic 
vector legat [0,v]er, caracterizat prin faptul că extremitatea 
sa finală este v = 3 - x. Clana de echipolenţă a vectorului [0,;, 
(ou punctul de aplicație în On) se notează cu Ş, Cu alte cwinte, 
pentru orice ve, aven: 


aia . i 
9 a Coreă = (Da lea Laszlo 1 
„| Je |v = 7 -x[: 
Mul ţinea factor 4], se notează Y1, iar conform celor de mai sus 


avent 
IL = te |» em | 
Pe mulţimea V? se definesc adunarea şi Sumtil ţirea cu Bcalari din R 
astfel 
ez, tf = [o,u]+ [o,r]= 


PE i ea . 
= [o,u]e[o,r]= [osu+ v]= ut, v ter 


Ei _ 4 
Ravi ai= e [0.3 raci 


A Es . ît ,  aeR, dsr 


In raport cu acente operații VI este m R-apatiu vectorial, numit $ 
spatiul veotoriler Jiberi. din ŞP. Mementele aceetui epaţiu vecterial 
sînt clasele de echipolenţă definite mai sua, numite vectori liberi, 

Orice veator liber GV! determină e direaţie în RE, Vootorii lite O 
| din E" pot £i reprezentaţi de orice segment orientat ca face parte 
din olasa de echipotenţă considerată. De obicei se aleg acei reprezen- 


tenţi care au punctul de aplicație în die 


Pie V un K-spaţiu vectorial, (V,+) fiind un grup abelian 
pentru "adunarea vectorilor sînt valabile regulile de calcul dintr-un 
grup. In plus, avea proprietăţi specifice operaţiei de înmulţire cu 
acalari 'şi anunet 


Propozitia A. Dacă Y este un K-epaţiu veoterial etunoj: 
1) * Le L,zev, La 3 Op t= Op 
sau x = 0 x 
2). 3 Cer,xer, (-d)x= (== (x) $ 
si (ef)(-x) = x. 
3). Ș Ce, fer, zyer, (dp) ra —Ax 
şi (ay) =Cz-y. i. 


Demonstraţie. 1) Fie = Op. Atuncie pentiea orice 
x EV aven: 


Ogx = (Ok + Op) = Opă + Opt A 


şi adunînd în ambii membri opusul lui Ogx obţinem: | 
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Oy = Ogx + (-0p20) = Op + (Op + (-Ogr)) = Opx + Oy = 
că 7 


(an notat cu O elementul nul al corpului K și cu O ejementul nul a) 


spaţiului vectorial V), 

Analeg se arată că, dacă x = 04, atunci pentru orice 
avea Oy = 0pe 

Reciproc, fie x = Oy şi să presupunen că 4 Op. 
E fiind un corp, există «LE E (inversul lui <€), Atunci, 


x = 2px = (la sd aa) = "10p = Oy 
2), Pentru orice d e E, xeV avea: 


0 = Copy = Cr + (=) = Ca + (-z) 
respectiv 
0, = CO =L(tx) +) C(-a)+ La 
şi din unicitatea opusului rezultă că oC (-x) = = (x), 
Analog, pentru orice £ € E, xeY avea: 


Oy = Opx = (€ +(-£)) asr (-)r 


şi 
Oy = Ogx = ((-.C) + hrs (-cC)r+Lar 
unde 
sm (ot)a = Ax 
In sfîrșit 


 (ot)(or) = = (E (or) = = (x) = la 


CEL 


lol 


3) Proprietăţile din enunţ rezultă din 2) şi din axiomele 


1) şi 2) din definiţia spaţiului vectorial. Y 
$ 2. t ei si de 
pentru un spaţiu vectorial 
Definiţie. Pie K un corp iar Y un K-spaţiu vectorial, 0 sub- 


mulțime nevidă 5 a lui Y se numeşte subspaţiii veotorial al lui V dacă 
cele două operații algebrice ale lui Y determină pe 8 o struotură de 
spaţiu vectorial, 


Analog ca la subgrupuri sau subinele se poate stabili că 8 
eate un subspaţiu vectorial al lui Y dacă şi numai dacă satiaface con- 
di ţiile: i 


1). Y 7 es — x+yes 


2), V a€R, xc8 = exces 


Obeervaţie, Dacă 8SY este un subspațiu,vectorial, atunoi 
în raport ca legea aditivă, 8 este un subgrup al grupului, abelian 
(V,+). Introadevăr, pentru orice x E 8, avea: 


-x= (-ap)z €s8 


(în baza axiomei 2), de mai sus) condiţie care împreună ou oenâiţia 1) 
din definiţia subapaţiului vectorial ne asigură că 8 este subgrup al 
dai (V,+). 


Exemple 


1). Fie K un corp conutătiv iar a spațiul vectorial pus 
în evidenţă în exenplul 1), de mai sus. Pentru orice 1s%icn, fie 
5, SK" mulțimea 


54 =(ze Lăt d e PEDEE ETI OgrXaearee0%a)] 


(da. sa/saa fase. 6 


P” 


loa 


Evident, dacă x ș (Xpress Xp_ae Oa» Tg) es 


Şi 7 = (IjroesnTgoar Ox Tignes Tp)€E 54 » atunci 


207 = (agejoeeeelgoa + Tina Oe Xaga * Viana) Sa 
şi e - 
ex = (az poeta Ops BXpgpesesa x) e LE 
pentru oriop sk, Deoi 5, este un subepaţiu vectorial al lut E pentu 
orice 1sica. 

Mai general, fie neR, msn. Submulţinea SSE" formată din 
toţi vectorii ce au pe m componente fixațe elementul zero a] corpului K 
este un subspațiu vectorial a1 lui KE, i 


2). Tie K un corp iar Z[I] spaţiul vectorial al polinoanelor 
într-o nedeterminată cu coeficienţi în E, Penţru ortoe net, submulți- 
mea notată E, (1) definită prin: 


AX] = (e er [x] ee ce < a] 


este un swspațiu vectorial al lui X(1). Intr-adevăr, dacă 
fs es, lI], £ = Pama da Tout, atunci 


a 1 
= e= d dayob,) nica (1) ei deg (t-e) <a 
pei 
iar pentru orice LEE, 
a 
dr = Daca Tex [x] și deg(ce)sn 
o 
3). Pie ab ea, a<b iar lib] apaţiăl vectorial al tu- 


turor funcţiilor definite pe intervalul (a,b) ou valori reale, 
Subaul ţinea sa, 
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0*([a,b],8) =(e | £ a [asb]-—8, £ continuă | 


este un subspaţiu vectorial, Intr-adevăr, dacă f,g : [abea sînt funoții 
continue, atunoi f-g : [asb]-=8, (f-g)(x) = (x) - g(x) pentru orice 

| z s [a,b] este tot o funoţie continuă, iar dacă „CER atunci ... 

at [a,b] — 8, ( £)(x) =  £(x) pentru orice x € [a,b] , este o 
funcţie continuă « 


| 4). In orice K-spaţiu vectorial Y, submul ţinea (0] şi tot 
spaţiul Y sînt subepaţii vectoriale (improprii) ale lut V. 


spatiu vectorial eate un subspațiu vectorial . 
| Demonstrația acebtei lene se face analog ca la subgrupuri, 
| subinele sau ideale şi o lăsăm cititorului ca exercițiu, j 


Definiție. Pie Y un K-apaţiu vectorial și îi o aubmulțiae 
| a sa. Fie 
<u>= 8 . 

S<Y subepațiu - - 

u<B8 
Obeezvăm că <W>A (j deoarece exintă măcar un aubepaţia al lui Y os 
conține pe M, anume V, In baza lemei 3, <U > este un subspaţiu vecto- 
ial al lui Y, ce 86 numeşte subapațiul vectorial generat de anbitulți“ 
mea -M . Ci este 0e1 mai mio eubepaţiu a] lui V (în raport ou rela= 
| ţia de inoluziune) care conţine pe W, 
Prcpoziţia 3. Pie Y ua E-epaţiu veotorial iar M o eubnultine 


a sa, Atunci, = 


L] 
<u>= [aer | 3 nen, aer, zeu, isicn, 1 Za | 
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Demonstraţie, Notăn 
, a 
îi = xeY| 3 neN, ajet, ac, lsicntir= pas | 


Îi este evident un subspaţiu vectorial a1 lui V şi Ms . Rezultă că- 
<u> s ÎI. Reciproc, pentru orice xcil există nefi, xpeu, act, 
1sisn astfel ca x Pau Cum W s <u>, rezultă căz, e <W> 


pentru orice 1sisn. Dar întruott <M>este un subspaţin vectorial 
z = Zi e <U> i deci ie <u> , ceea ce încheie denonatra- 


ţia, 
-In cazul particular cînd W = f , se consideră că <u>= 
(subepațiul nul) iar dacă submulțimea A e ea însăși un subepaţiu atunci 
<u)= N. Dacă We o mulțime finită, de exemplu N = (xpssserX je 
subspațiul generat de M ge vd nota Sp(xy;:::1X7) şi avea 


Sp see eX) = [zeul z = PRD aer, sia] 


j „ Pie, un E-spaţiu vectorial far XyyosezyeY. 
0 sună de forma şX4 cu aj pentru orice 16ign pe numește 


ve Xyaassaă, (cu coeficienţi în E). 


Generalizarea. Pie (x 4 eg 9 fanilie oarecare (indexată 
ou mulțimea I de inâioi) de veotori dintr-un E-spaţiu vectorial V. + 


0 sumă de forma 2 a;X, ou ae pentru orice i€l și avînd 
proprietatea că cel mult un număr finit de scalari a; sînt nenuli se 
museşte combinaţie liniară a vectorilor familiei x ser: 

| Folosind această terninologie, propoziția 2 se poate enun- 
ţa astfel: "Suba de M a X-s; 
y , emente cara aînt combinaţii | 


liniare de elenente dia i: 


be 
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Definiţie. O subnul ţine N a K-spaţiolui vectorial V se numeş= 
te sistem de genoratori al lui V dacă <u>= Y, 


Observăn că orice spaţiu veatorial admite cel puţin wm Bis- 
ten de generatori, anume W = V. Spunem că un K-spaţiu veotorial Y aste 


de_tip finit sau finit generat dacă e generat de un sistem finit de 
generatori: M = 44] liga? SE, EjEV pentru orice lsicn, 


Cu alte cuvinte, orice xeY se poate sorie ca o combinaţie intari: 
m > i ek Ș 1sisn 


Exeaple, 1) In E-spaţiul veotorial cb,(E) al matricelor pă- 
trate ou două linii și două coloane cu ocefiotenți reali, matriceale: : 


sala 5) + mas(4 2) sa i sale.) 


formează un sistem de generatori, Intr-adovir, pentru orice matrice 


(fe hui ct asa avea: 


ma (e jc: 3 00 e 0 AN 


tara 9 a) 


= 87358 + 4yaBa + Aaaa + Bata 


unde a, ER pentru orice 1,4 = 1,2 
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2), n spaţiul vectorial Liz, sistemul de vectori 
(x19%25%3] p Xp 3 (-14240) ș xp = (14340), 23 = (2,10) nu fornenză 
un sistem de generatori, Intr-adevăr, de exemplu veotbrul x = (5,%,-1) 
mu se poate sorie oa o combinaţie liniară cu coeficienţi reuli de vso- 
. tori x) sXpX3, deoarece 
An + AzX2 + Aziz = (- A+ 23 +2Az 24 LE +A3 0) 4 
1 (5-a) 
Propoziția 4. Pie V un E-spaţiu veotorial iar 


Îzala sea mEfi un aisten de vectori din Y aatfel ca Y 
indice 


XA vara) 
1sisn astfel ca 2 3p(xy e :scopgaaeei Pi) 
atunci Y = Sp(X7 o p09X4 ov Fig e seal) 


Denonstraţie, Contora ipotezei, există solarii 
ga eees Cao pp ere n E astfel oa : 


Ti Ca) fonet Coca Tica *Cisaa Posetl ala = 


= Cai 3 ă 
i 


Dar cun V = Spre ee 9%)» pentru orice x€Y există Aer, 
154 n astfel ca: i 


i uit "ualali "alul = 


- da A) x; 
d 


| 
Deo sistemul Îxys---0X4_49 Xyyqses+% | generează pe Y, 
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Oa alte cuvinte, propoziţia 4 stabileşte faptal 0ă, dacă O. | 
un veotor dintr-un sietea de generatori a) E-apaţiulai vsotortal V E. 
e coabinaţie liniară de restul generatorilor, elintnindu-l din site 
.obținen tot un sistem de generatori al lui V, In acest mod, în orice 
dpaţiu veatorial se pot construi sisteme de goneratori minimale, caro 
să nu conţină vectori ce să se exprime sub formă de combinații linia- 
ro de restul vectorilor din statea, 


$ 3. Dependenţă și independenți liniară 


Detinitie. Pie £ un corp ide V un f-apaţiu veotortel. Ua 
siatea de veotori din Y, (x, 3 <q n » DEN se numește Liniar inde- O 
mendent (peste corpul E) dacă din orice combinație liniară To 


ZI apei = 0 a, SE, 1sisn pezultă că a, =0p piete uuităe - — 


j 


EX | 


15 4<n, TA caz contrar, sistemul se numeşte inter dependent, Cu alte 


4 


1 0) 


cuvinte, sistemul 11 <ien sate linier dependent decă gi numai 

n & 

"-oă există soalari ajck, sin nu toţi nuli astfel ca PD 0 
Gegeralizare, Pie V un d-apaţiu vectorial iar (x,]i ex 

o familie oarecare de veotori (indexată cu mulțimea I de indiot), 3 

Pasizia (4) ser este, 


(sau 1iberă) dacă şi nu» 
mai dacă din orice combinaţie liniară 2 ga e app area 
orice 4€1,rezultă că a, = 0, pentru orioe 4€1, In caz contrar, feni- 
lia (x, ] 4 ez este liniar dependentă. 4 

Exemple. 1) In spaţiul veotorial 87, vectorii x, =(1,140), 


Xa = (09141), 23 = (140,1) sînt liniar independenți, căoi din orice 
combinație liniară A A 


ș AT + AzXa + Aziz s0iga (0,0,0) 


deci 


(ase Ap Agrda 20.9) 2 (0,040) 


oaza dor "a EN 5 e Ti = 3, m cei pe sa pi gi aa „a 
._ E CE 2 
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4 rezultă că cei trei soalari sînt soluţii ale sistemului liniar omogen 


E A +â3 = 0 
3 +a = 0 : 
“Ă d2vă3 = 0 


d Oun matricea acestui atatea are rangul mazta, A] => =A3 =0 

„(sistemul admite doar soluția banală). 

- 2). In general, dacă E este un corp (de exemplu K = R sau €) 
Sa Hoapaţiul veotortial E! studiul liniar independenţei unui aistea 


iN oarecare de vectori (xannssvXp] se reduce 1a studiul soluţiilor unrt 
"A iure Nazuaaa Mai precis, fie 


ă . A = (a. .. i ua 


a ş . 
. 


Xa = (amgre+rm) 
tar pico ta EE asttel ca: + 


„d Ea once Ea = 0 = (0nee+i0) 


7ă Ca Aaa hoeet Ca ma = 0 
a (a) Amen mmm eneenese 


SC App tasst Cana =0 


 Bistemul erei n deci liniar independent dacă şi nusat dacă 
 siatemul (1) are numai soluţia banală, 


| 

| i Să 
109 E | 

a 

3) 1n 87 veotoii ap n (-1,240), up e (1,340), xy e (2140) 

sînt liniar dependenţi tntructt „AA 
4 3 + i] s 4 Ă â PA 


4) Ia Bospaţiul vpotoriel R(Z] să polinoamelor intra medi 
terminată, monoanete (1,210, +:0419... | toznenză în sista iitepa 
dmat oboi pentae eriee paste finită | pios ee și omenesti 
soalarii A, As CE astfel tnett 

Le ... ii 

„au Î “i pia - "st 


rosultă să ial A , i 


nea sa sigtea de veatezi dia Y. Dacă 0să, PoE pan - 


„ aaniae denendent. 


i | ș z - | Ș 4 


Damenatatie. Putea peodapune să 2, = Oy(ia oma cantate, 
facem o renumerstare a vectorilor aiatemilat 8). a der, £ fo 


CO, + Opta test Oua = Oy 


gi doi veotarii | Opizassisră, | Bin dintau dependenți. 


singur veotor, (x |- aste Jiniar indapandent de: și ummai dată 4 Oy: 

Bai) aaa ea î:ASEL aut adetii de netezi din 7. Meet 9 eentite m i 

aubsieţen linia a sdant« "= SR 
Denonaţzaţie. Fie prin ipoteză 8! (xy vie: ] Si A 


19 Cip uss i » ran un substeten liniar dependent al lui 8, Wioină 
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eventual o renumerotare, putea presupune că 8! = Le Silla Briată 
atunoi yes CSE nu toţi nuli astfel ca: 


j yes CC ytp = Oy 
Rezultă că 


Lux pat Cot + Oti Past Op 5 = Oy 


si 8 a (poe) sete un: sistem liniar dependent. 


Capulutța Dacă £ = (24 ] 1 1qme BEE aete ea atatia Itotar 
independent de vestori al unui. spațiu vectorial, atunci orice subata- 


tea al său este lintar independent, 


Propozitia 7. Pie V un E-epajiu vectorial iar 
5 =(1,)aciem MSN cate.ui ginten de veotori din Y. Sînt echira- 
Zeate: 


1). _B este un sistem liniar dependent, 
>. Există 1<1sm astfel ap, sa pat eta a cce 


"binaţie liniară de « vectori 3; 


Demonstraţie, 1) >=» 2). Prin ipoteză, exiată soalarii 
LS TELETI La EE nu toți nuli astfel ca: - 


Lg ast Cake = Oy 
Pie pentru e alegere 4, 40, ou 11 sn, Atunoi avea: 
o 


i - 
si pf ude ps oby 


pentru orice 1Sjca, Ji; 


2) =>1), Pie pentru un 1<icn: 


pi ci Ra ea si Ta 
Li Ă E _ 
m apei „yet, Lisa, sat 


Atunoi 


tate Coca + Col) egt € spatii not bata = 0% 


tar =] 4 0, deoi statemul 5 = [x] j ci ate Liniar dependent, 


Propoziția 8. Bi (x, | SAL Ize MEN un sîntem de veotori 
liniar dent a1 unui iu veotnrial Y gi fie xev, “a 

" sohâvalentei SC EI a .p 
1). Sistemul de veotori (rjs+::,2apX] ente Xintar depea- 


+2) € Spot) - ie - 


Domonatratie. D pe dentara ipotezei există Cosentas 
2 SE mu toţi nuli antfel oa: ) (i 


Cere ta + «Ca = Oy i 


Observăn oi 4 A Op oloi altfel sistemul ta] e a. ei liniar > 


„dependent. Atunoii .. 
Pe n PR Pg iaă E 1sica. 
d=1 j PA 4 


gi deci x e Splapseco) 
2) == 1). Rezultă imediat din propoziţia 7 (201), 


» 


$ a. Baze fntr-un spaţiu veoteria) 


Definiţie. Be numeşte bază a unui K-spaţiu veotorial Y un 
| de vectori B = fe, ], ey ou proprietăţilei E 


1). B este sistem de generatori a] lui V 
2). B este sisten liniar independent 


Exemple. 1)in spaţiul veotorial m, vectorii 
ei a (140, ee..0)ik., 97 = (0,...,0,1) 


o bază, Intr-adevăr, sistemul cate liniar independent, deoa- | 
pentru orice yomeenlpSR ou ce ies ee = a avea: 
4 aepteccteata Ca(a4oecer0)en ră eul 02) = 
e (E y9neer0re etnia £) = (E pure) = (0,440) 
: vada, La = î... Cp=0. 
Pe de altă parte, pentru orice x = (ajpss:sa)e BA avon 
3 e (apeceta) e (aps0pecas0)e ceea (0peee10pap) e 
i Se la a a 
1, [m rar AA d 


Sade penă dă înâdan a 20 1 0 cette Veni tăetiat 
Zui a, - 


2). In spaţiul veatorial VE, a1 vectorilor liberi din BA i 
„Be verifică analog că vecteriii 


, 


cl CO DR SEC 


Pe n (140pcas0),eccseg = (Opeeau0u) 


formează n bază, numită, dn asemenea, baza canonioă a lui VN. 


In cazul particular n = 3, veotorii aceatei baze ne mi , 
notează astfel: , ți 


| i LA RP Se pi, 30% = 
| 
| 
| 


ep=(0,1,0) 


9=(100) 
(In general, 89 convine, prin abuz de notație să ne toloneancă în re- 
prazonterea goomotrică notația $ pentru acel reprezentant care are 
punctul de aplicaţie în 0). ţ 


| apa 
A = Dacă = [0 3 v] e” „cu y = (rrYa%3) e 2, noriarea 
_Ba ca o combinaţie 14ntară de veotorii bazei va fi: 


T= mt + va + va 


unde v+ Ya Y3 sînt, aşa cum ştin din geometria și mecanioă proiecții 
sale pe cele trei “direcţii: 0xy+0x210x3+ Aa i on Ox, (Aonessad 
Ox e 0x3) drvapta ce trece prin 0 5 şi ars dirooţia antă d» 1 Cenei 
pectiv Î, 5. '200,0,r) 


- 
pa 
-. 


3) In spaţiul veotorial R(I]al polinoamelor într-o nede- 
terminată, cu coeficienți reali de grad cel mult n, siatemul 

B = (15%,...,X1] 'tormează o bază. Liniar independenţa+sa se verifică 
imediat, căci pentru orice Rprăyeessa,ER cu 


«1 + aresta ră =0 


„ vozultă a, = a) =...=a, = 0, De asemenea e evident faptul că B cate și 
- siaten de generatori; orice polinom pe R,(X] soriinău-se ca o combi- 
nație liniară de polinoanele 1eXpasoiăil + Bana B' = Isi ce 

- mumeşte baza canonică a lui a, [I). : 


4) In R-apaţiul vectorial € a1 numerelor oouplexa o bază 
- formată din: 
10, = 1 = (1,0) şi esi= (0,1) 


Intr-adevăr, .pentru orice a,beR cu ae, + bez = Op deci: 


a(1,0) + b(0,1) = (a,0) + (0,b) = (a,b) = (0,0) 


 menultă a = b = 0, far orice 260, a = (1,7) se morte: 


a = (2,0) + (0,9) = xp yi 


Baza 2e:] este baza. canonică a lui 0 peste BR, 


Ta cele 06 tnanază on fs0o diteva precizări asupra unor 
nte de teoria mulțimilor oare ne vor fi utile în continuare, Ast- 
. âncă Me e mulțime, voa spune că pe M an dat o relaţie de ordine 
dacă s-a definit pe M o relaţie binară » $ " oare satisface condt- 
iile: 


1 xx Y xeu (reflexivitate) 
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2) xy silysx —> x= 93 (antisimatrie) 


3) x<I siys a —s 1ss (tranattivitate) 


Vom spune că mulțimea M, împreună cu relaţia de ordine, introdusă e 
o mulțime ordonată, Despre două elenente X,7 € M vom spune că sînt com- 
parabile dacă xsy sau ysx. “punem că Me total ordonată dacă orics 
două elemente ale sale sînt comparabile şi parţial ordonată în caz 
aontrar, 4 

Dacă A e submulțime a nulţinii ordonate M iar ac, spunea 
că a e majorant (minorant) Desi 4 dacă xsa (respectiv a « z) pentru 
orice xei. Dacă submulțimea-A a lui N are un majorant (ainorant) spu- 
nem oă ea e mărginită superior (inferior), , 


Un element a € M se numeşte margine superioară (inferioară) 
pentru o submulțime nevidă A a lui M dacă a este majotant (respectiv 
minorant) pentru A şi pentru orice majorant (minorant), rel al lut A 
aven asx (respeotiv x sa), Dacă a,a' Eu sînt anbels margini sups- 
vioare (inferioare) pentru 4) atunoi conform definiției, avon simultan 
asa! gi a! < a, deci a = a!', Deoi, marginea superioară (inferioară) 

a mulțimii A dacă există, ea e unio determinată pi se notează supă 
(reapeotiv înf A), Dacă sup AA (reapeotiv inf A EA) atunoi aceata 
e cel mai nare element (cel mat mic element) al lui A, Despre o nul- 
ine M se spune că e-bine ordonată dacă orice submulțime a sa ncvidă 
are un cel mai mio element. De exemplu, mulțimea numerelor naturale 
N e bine ordonată în timp ce mulțimea Z a numerslor întregi nu este, 


Un element m al unei subnulţini A a lui M se numeşte 
element maximal (îinimal) al lui A dacă pentru orice x€A comparabil 
cum rezultă x<a (respeotiv msx). Vom utiuiza în continuare urmă— 
toare axiomă ounoscuţă sub denumirea de lama lui Zorn. 

"Dacă M e o mulţime parțial ordonată cu proprietatea că 
orice parte nevidă a sa A total ordonată are un najorant „ atunoi 
există un element maximal ae. 
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Se spune de obioei că ordonarea mulţimii M ente inductivă 
dacă satisface ipoteza din lea lui Zorn. 


Sintem acun în măsură să demonstrăm următoarea: 


Teorema 9, In erice spaţii vsotiorial nenul există o bază. 
Demonstraţie. Vom arăta mai preois că din orice sintem da 
generatori al unui K-spaţiu vectorial V 4 0 se poate extrage o bază. | 


Pie 9 un siaten de generatori a1 spațiului veotorial V. 
In S există vectori nenuli, ckoi altfel (8>= V =0, deot oontra- 
dioţie, Pie 


Îues | L sistem liniar independent | 


P4 [7] ocăoi pentru orice re, x 40 aven: (-je?. 
Arătăn că mulțimea ?P ordonată cu incluziunea, e o aulţina induotivă 
Intr-adevăr, fielLe]yem e parte total ordonată de sisteme 1, $ 
şi fier = AA Ly + Prebuie arătat că aiatemul X este liniar indapon- 
dent, -ou alte cuvinte că orice submulțime finită a sa Pease]: eate 
liniar independentă, Presupunem că x € ii e apa unda 
Ppeeestper. Dar cun (1,] tem 0 total ordonată, există a, 1sssn 
astfel ca sI 1Si&n. Deci jxypoes. SI i cun IL, eate 

2 Piu) (rpvoeeeza| au) Fac 


liniar independent, [posesia ] este liniar independent. Din Loma 
lui Zorn rezultă că 7 admite un element maximal; fie aceata 
B = (x, ] jeg + Arătăn că B este o bază a lui V. B este pinten liniar 


independent conţinut în 8 (din modul cun a fost pus în evidenţă). Ră- 
mîne de arătat că B este sistem de genrntori al lui V. ră 


Va fi suficient să arătăm că 8 S<B> gi pentru aceasta, 
vom stabili că xeCB> oricare ar fi xESNB. PieB' =-BU x], 
cu x€ 31B. Atunci B' este sintem liniar dependent, datorită maxima- 
NAtăţii lu B în zi „ Deoi există a;, a€ck, i€1 nu toţi nuit nstfel ca 
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PL az = 0 


Dar a 4 0, oăoi aatfel bistenul B ar fi liniar dependent, astfel că 
x de », 2 =(ala,), er 


(şi doar un număr finit de coeficienţi sînt nenuli) 
Resultă că ze<B> gi deci 8< <B>, Atunot: 


Y =<S>s<B>sV 


de unde, Ta <B>, 


Corolar 10. Orioe sistem liniar independent al unăt spațiu 
vectorial poate £i completat pînă 1a o bază a spaţiului, 

Demonstraţie, Fie 8 un sinten liniar independent a1 spaţiu- 
lui veatorial V iar G un sisten de generatori al său, Evident BUG 
sate tot un sisten de generatori al lui Y şi SS SUQ, Hotin, la fel 
ca și în teorema de mai sw 


P= (1 sua | 1 sistea Liniar, independent | 


Evident, 8 € P , Din demonstraţia teoremei 7, Paânite un element 
maximal B, oare e bază a lui V, iar 8sSB,. 


Corolar 11, Orice spaţiu vectorial nenul de tip finit admite 
p_bază finită. 

i Demonsţraţie, Pie VA 0 un spaţiu veotorial de tip finit, 
El admite un sisten finit de generatori 8, Conform teoremei 9, din S 
se poate extrage o bază B pentru V, care este deoi o mulțime finită, 

ă In cele ce urmează von studia doar spaţiile vectoriale de 
tip finit, C 


7 


un sisten de vectori din Y, Atunci 8 este bază pentru Y dacă şi 
Mugai dacă satisface condiţiile; 


1), „2 este einten de generatori a1 lui V 
2") Pentru erice xeY, acalarii A pseep A, EE ou proprie- 
vatea că x = Pas, sînt unio deterainaţi, 


Demsasteatie. Observăm că aven ds demonstrat doar faptul 
că sistemul 3 este liniar independent dacă şi numai dacă scâlarii 
ou ajutorul cărora se exprimă orioe veotor din V ca e combinaţie li- 
iară de veatori din 3 sînt unio determinaţi, Pie: deoi ) liniar 
independent, iar prin absurd să presupunea că pentru un veotor xâV 


aa avea: 


E : 
St Al 1 Lai . A Et 1sita 
Daf, e i cstafat M fs 


pi măcar pentru un indice 1s1,£n, A, LN, î, 


„ Atunot, 


Op =3_se, = pe =) Ras ves 
ini res iz 


de unăe rezultă că Ag — Ag = Og pentru orice Lisa, A euina 
siatea liniar independent, Cum an ajuns la o oontradioție, ipoteza 
că pentru un. xe€Y am avea două scrieri diferite e falsă. 


Reciproc, să presupunea că pentru orice veotor din V soa- 
larii ca oare se exprină oa o combinaţie liniară de veotori din 2 
sînt unio determinaţi, Pie atunci. 


0 SĂ geto est Ala * AEK 1sisn 
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Cum pe de altă parte avea şi 


0 = Ogezteee+0g9, 


rezultă că A, = Op pentru orice 1sis<na gi sistenul i e liniar 
salepeaăeăt 


Datiniţie. Pie 5 = (opseserea | e bază a spaţiului veoto- 
rial V iar x€Y arbitrar, Boalarii Aj, ss. AEK unto determinaţi 
cu proprietatea că x = Pasa so nunest asordonatele vectorului x 


în baza 8. 


Astfel de exemplu, coordonatele vectorului x = Capace) es 
în baza canonică sfat chiar scalarii 819% 898 cun rezultă “ain- 
exemplul 1). de mai sus, sau coordonatele vectorului a = (areo 
în baza boi] aînţ chiar x și y. 


Observaţie. Baza într-un spaţiu vectorial nu e unică, Yom 
demonstra însă în continuare că toaţe banele au acelaşi cardinal (ace- 
lagi număr de vectori în cazul spaţiilor de tip finit), 


Propoziția 15. (Lema subatituției) Pie D = [spre jo. 


bază a K-spaţiului veoţorial V şi fie ze, z40, x: Ag0ş+ 
- A fhm res dt E! 


Pie B* Ea COREEI RT x, ejpareserta ] pentru an indice 1 fizat 


1£ is n, Sînt echivalente: 
1). B* este o bază a lui Y. 
2). Lg 4 Op 


Demonstraţie,  Pără a pierde generalitatea putem presupuns 
că 4 = 1+ Arătăm deoi că BY = (x,0p..:,2,) este bază a lui Y dacă 


gi numai dacă La i Ope 
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Presupunem că pentru Agnes Ape avea 
AZI + Azea teeet Ape = Oy deci: 
n 
Bee + > DPI -0% 
Nae * i (Aga + Des = 0 


sistenul B =[ CTEEEILR | fiină liniar independent rezultă sistemul 


liniar omogen: 
A “Ca = [+] 
A <> + A3 =0 


(2) o. ...neaneoneea 


Aga tâg=0 


Deterninantul său este 


Lai 0 0....0 
i da 1 0es..0 
= 


a 0 Oescel 


Deoi sistemul (2) are numai soluţia banală A3 aa s= Ap = 0 (adică 
B* este sistem liniar independent) dacă şi numai dacă A = 4 O 
Să stabilin că Bă e sisten de generatori dacă şi numai dacă 


<a A Oge Pie deoi yeY oarecare, y Sa Aj €K,1s<js i 


A n 
„Dacă în expresia x = PR avea £ 4 A Ox atunoi 


— -1 
o. fur + Poate est Pet Ass La. Aş = - a <3 
Y 1c€j<n i 


E | 


12 £ 
| 
„imnâi Je Sp( sean) » căoi avar: 


cj n 
YI > pa fat “pad pe NAD Aaa A ai 


ş1 Aro BE este sistem de generatori. 


Pacipreo, fie BR =((rsego +22 ] sistem de generatori pentru V, 


Atunoi e) € Sp(xp0as++:59,) deoi există scalari fj:::s ApeR nstfsl 


a 


n n 
ca €p:= Pa +73 hier Intrucît x = 7 rezultă 


> n ș 
* = fat “23 (fa Cat foes 
) - 


„şi deoarece B = (opseerea | era e bază n lui V, avem Pila = lR „ de 


unde rezultă că 43 Lara 


Teorema 14, (Teorema sohimbului), Pie B = [ep] _o bază 
a Kmspaţiului veotorial V iat 8 = xp] un sfatem Liniar indapen- 


dent de veatori din V, Atunci 


1) rsn 


ness pă =] prea 30 e, 750sea | este o bază a lut V. 


Demonstraţie, Facen induoţia Aupă r. Dacă r = 1, atunci 
8 = Ia) x) A Oy (sistemul S fiind liniar independent”, Evident avem 
1<n. În baza B = [egresosea] vectorul x, nu poate avea toate coordona- 
tele nule, Există deci Lya pk nu toţi nuli antfel ca 


n . 
) : iei Schimbînd eventual numerotarea vectorilor e șe-*s9pe Pil- 


prevpune că 4 Op Atunci, din lven 14 rezultă că atetemul 


j 
Pin sarosa faz.? 


S/ 
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B() = (rasa | este o bază a lui V. 


Presupunen acun proprietatea adevărată pentru r-l, Deci 
r-] € n şi prin înlocuirea a r-l vectori potrivit aleşi ge poate obţine 
o bază B(r-l) [xn pages eee? ] a lui V, Observăm pentrn 


început că -l<n întructt în cas contrar B(11) = (xgwoeseXzaa | ar 


fi baza obținută conforn ipotezei de inducție iar x,€8 s-ar scrie 

ca o combinaţie liniară a vectorilor xjs+-:pX,_+ Be ajunge astfel la 
L] contradicţie sistemul 8 = | poe] fiină presupus liniar indepen- 
dent. Din faptul că r-l<n rezultă acun rs<n, Să demonstrăm şi a doua 
afirmaţie din enunţ, Vectorul x, 8 este nenul, deoi există scalari 
Asen Apek nu toţi nuli astfel ca în baza B(-1) să avem: 


ml x ăi 4 
x Ia Sia *; Ă 


Boalarii Î prea nu pot; fi toţi nuli căci atunci pistenul 


8 = Apo | ar fi liniar dependent, Făcând eventual o renunerotare 
a vectorilor e,s+++s, putem preshpune că A, 4 Op. Atunoi, conform 


i lemei substituţiei, B(0) = E CERE a ox,qeesiep] eate o bază a 
lui V, ceea ce încheie demonstraţia. 

Observaţie. In teorema 14 am pus în evidenţă un procedeu 
efeotiv de completare a unui sistem liniar independent pînă la o bază 
a unui spaţiu vectorial de dimenaiune finită. 

Putem demonstra acum următoarea teoremă de o deosebită in- 
portanță pentru teoria : pațiilor veotoriali, 


Beorema 15. Pie B = (ejs:::r0a [şt Bi = fejos:eseaj 
m,nEN două baze ale unui K-spaţiu vectorial V, Atunci n = ne 


Demonstraţie. Cum B' este bază, e deci sisten liniar inde- 
pendent. Aplicină acun teorema 14 pentru baza E și sistemul liniar 
) = 


N 
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independent B' rezultă că msn. Schinbînă rolul lui B cu B' rezultă 


şi anca, deci n-a, 


Observaţie. Am văzut că orice spațiu vectorial de tip finit 
admite o bază finită. Din teorema 15 rezultă că toate bazele unui aati= 
fel de spaţiu vectorial au același număr de vectori. 


Definiţie, Pie V un K-spaţiu vectorial, iar dimpV cardina- 
1) unei baze, Dacă V este E-spaţiu vectorial de tip finit, adent 
vumăr este finit şi nu depinde de alegerea bazei dim se numeşte 


dimensiunea spaţiului vectorial V, iar despre V spunea că este spaţiu 
vectorial de dimensiune finită. Dacă T nu este de tip finit, apunen 


că el este spațiu vectorial de dimensiune infinită și punem: 
dim, V =... 


Exemple. 1). dim, R = n, căoi în RI există o bazăt- 
Pi | epsesseah e, = (100peecsO)peessep E (0pese.0,1) formată din n 
veatori, Li 

2) dim = 2, căci A =f1 „i este o bază a lui € privit 
ca R-spaţiu vectorial, 

3). dimg0P = 2m, e bază a lui 0" peste & fiină: 
e (epse:r0zafe ea = (140p+0240) seeeseg = (00o2+501)50pșg = 
=> (nOyeees0)ueseseza E (0seees0,1)e 


In schimb, dim.0” = n, o bază a lui 0? , privit ca C-spaţiu 
vectorial fiind de tipul celei descrise la exemplul nr.1 


4). dimpRÎx]=co, B-spaţiul vectorial R[1) nefitnă ăe tip 
iinit, O bază în acest spaţiu vectorial este: A m A 


Teorema 16, Fie V un K-epaţiu vectorial, iar ne. Atunci 


nt echivalente: 


D dim Y = a 
| 2) Pentru orice LsY sistem liniar jcgegunieciu carâ(I ) < n 
seal Atatea avînă 10 pentru pistenele liniar independânte nexirale. Ş 
Denenatzatia, D=2,. Ducă dimpY = n, în V exietă o bază 


„(deci un sintem liniar independent) cu n vabtozia Pin teorena schimhu- 
doi rezultă că pEtak, at scie) liniar independent; din V are cel mult 


A 21). „mie B = = ponce je un sistem IE independent. 
= “maxima din V. Atanoi, pentru orice xeY, sistemul (xypes-rXpox | cate 
E conform ipotezei, dinte dependent, Conform propoziției 8 

E Splăseneez) tn 8 ete o bază a spaţiului vectorial Y, Rezultă 

ă „că dim = n: 

'Obearvaui a. Din demonatraţia implicației 2) 1) a toore- 
„mei 16 rezultă că, dacă dinte n si s = | pmsesăjeate un sistem 

i A Mater indepeăăent de n vectori „tn Ve atunci S este o bază alui Y, 
“Rezultă imediat od zale util în aplicații: 


Corolar_17. Fie Y un K-spaţiu vectorial cu dim = he 
„- „Pentru un siaten 8 = | pane era ] de n vectori din V sînt; echivalen- îi 


„Ă DA pațe e temă e al e: , = 


3) parea un sitem de PEDIrTI al 3 dai Vi 


| Demonstrație, 1)==> 2) şi 1) = 3) rezultă din definiție x | 
bazei, 2)» 51) rezultă din demonstrația teoremei 16. Pentru a denonatr 

„ Amplicaţia 3) ——»1) aplioăn teoreza 9. Din 6 pe poate cirteage deci - | 
„o bază, B a lui Y, ul matt can ae Vu tr cula 
tori, 5-8. 

j i dl ac iu a DD 
văzut că vectorii xy = (14140), xz = (0,141), x 5 (140,1) fornează 
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un sistem iiniar independent, Din Corolarul 17 rezultă că acest sata 
este ohiar o bază a spaţiului vectorial g, 

In concluzie, într-un K-spaţiu vectorial V un sistem de vec- 
tori B este bază dacă şi numai dacă: 


a) B este siatem liniar independent maximal (aafeă, pentru 
orice B?' sistem liniar independent din V, BSB! rezultă B = B'), 

sau 

b) B este siaten de generatori minimal (adică pentru orice 
B' sisten de cenezatori pentru V, B'SB vezultă B = B'), 


85. Izomorfienul spaţiilor vectoriale 


Definiţie, Pie E un corp iar Y şi V' două spaţii vectoriale 
peate K. O aplicaţie i 


tiv—v' 


se numește aplicaţie liniară, morfism de s; aţi vectoriale, sau opera- 
tor liniar dacă satisface condiţiile: 


1) (+7) = f(x) + (7) Y XJ EV (e aditivă) 


2) t(Lx) = «£ £(x) Y Lek, xeV (e omogenă) 
cele două conâiţii sînt echivalente cu una singură: 
(cz Ar) = Ela) + pr) E pet, xy ET, 


Observaţii, 1) Dacă £ : V—=Y'! este o aplicaţie liniară, 
ape nnes Cpek, Xorsăpet atunci: 


L) Li 
“ Î aro - rap 
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2) Orice aplicaţie liniară este în particular un norfisn 
de grupuri aditive, deci avem: 
f(x) = =f(x) (0) xeY 
210) a. Oy: 
Exemple. 1), Fie V un K-spaţiu vectorial, Aplicația 


Id : V—=Y definită prin 14 (x) = x pentru orice xeY este evident 
o aplicaţie liniară (aplicaţia identică a spaţiului vectorial V). ; 


2). Aplicația 1 + R —— 0 (R,O spaţii vectoriale peate R) 
definită prin 


1(x) = (2,0) (7) xeR 
este o aplicaţie liniară, Intr-adevăr, pentru orice a,b,x,yER, avent: 
1(ax+by) = (ax+by,0) = a(x,0) + b(7,0) = ai(x) + bi(y) 


3)+ Pie mn E"E tar A = (a )ucica E W (8). 
1<jsa za 


Aplicația f : RA —- BR" ce asociază la fiecare x = (xn ossozp)eR 


vectorul 3 = (7pseoesa) unde, pentru orice 1sism 


a 
Tan Poasu t 
ă d=l 14 d 
se verifică imediat că e o aplicaţie liniară, 


Observaţie, Yom vedea în continuare că orice vector xen” 
psate fi privit ca o matrice cu n linii şi o coloană cu coeficienţi 
* reali, Deci, în exemplul de mai sus dacă considerăn că ze hu (8), 


Tea (8): atunci relaţiile de mai sus se pot scrie sub forma ma- 


trioeală echivalentă 3 = Ax (produsul dintre A şi x fiind produsul 


4 
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obisnuit al matricelor), Această legătură dintre aplicaţiile liniare 


pe spaţii vectoriale finit dimenatenale şi matrice va apărea af clar, 


într-un cadru mai general,în capitolul TEI: aj 

Definiţie, Spunem că două E-spaţii vectoriale V gi Y! sînt 
izomorfe dacă există » aplicaţie liniară bijectivă £ + v—w, f se 
numeşte izomorfiem de spații vectoriale, Notaţia folesită pentru spa- 


$I1 vectoriale izonorfe este V&V!, . 


_ Bxemple, 1) Ba Ci u(R) (respectiv Ref a(R)) tzenortin- 
mul fiind dat de aplicaţia a 


ea Pb (6)e = Cegreesoz Era (pescar ale) 
ă 4 Sa 
„(respectiv = = (apese) e Bin £ ax (R)), „oare sate 
3 > E 
2). Spaţiul vectorial VE a veatoriler liberi din BR" e ize- 


mort cu Bi prin aplicaţia 


evident liniară şi bijectivă, 


PN 
£ + Bvă, £(v) = Pe [0,v] + veni 


f este evident bijeotivă, pentru parada vector liber Tev” axintind un 
unio veotor veRL astfel ca ț = [0,r] = f(v). Iintaritatea rezultă 
imediat, țintnd aont de moâul în oare au fost definite adunarea şi în- 


mulțirea ou scalari în VI, 


Teorema 18. Pie V şi V? două spaţii veotoriale pente corpul Ke 


Biînt echivalente: 
1). xy 
2), dimg V = dim! 


Demonstraţie. 1) =—p 2). Prin ipoteză, există e aplicaţie 
liniară bijeotivă £ : Y —=V!, Presupunem că din V = n gi arătăm că 
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atunci și dimpY! = n. Pie în aogst cop E = (epvesese |] o bază a 
lui V. Dacă arătăm că E' = jelej)ooacatte) et! este o bară a Jui 
Y:, demonstraţia va fi încheiată, k ; 


Pie deci «ysesas CE astfel ca 


Cf(e eset af pf(e) = Oye 


dar £ fiina aplicaţie liniară, avem: 
(E gegteset AC pe) = Oyr = £(0y) 


£ fiind aplicaţi injectivă, rezultă: 


[: 


a 
pese bu 


Sistenul E = Legea Ţ fiind o bază a lui V, rezultă că d, = se. 


s.=lp = Ok gi deoi sistemul E! = | elez)asesece,) | este liniar 


independent, 


Să arătăm acun că Y! = Sp(f(e)se..,f(e)). Pie yet, 
Din surjeotivitatea lui £ rezultă că există xeY astfel ca y = f(x). Cum 
E = fesca | este o bază în Y, vectorul x în această bază se va 


'soriet 


Li 
e afac EL p 1sisn. 


Dar atunci, din iiniaritatea lui £ aven: 


= A aa A 
= f(x) = ft Li = d 
DA (2) ( Şase) 4 2(e) 


şi fede) see sstle,) Î este sisten de generatori pentru V. 
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2) ===> 1). Presupunen că dim Y = dinY! =n (ne) iar 
E = jejnseeseu | e o bază pentru V, E* = fejasscsel ] e o bază pen- 


tru V*, Definin o funoţie £ î: V—=V! astfel: 


L) a 
' 
x Tae et f(x) hei (Șer, 1sicn) 


(x şi £(x) au aceleaşgi coordonate în bazele corespunzătoare), 
n n 
Dacă x = PR i 7 PR er sate 
n a: 
tan) st De) = DA Fat Tot =2 e 
ac re Dada) e APat Todota ah + 
a i : 
Ze! = 202) + 20) 
“te x) + GQ 
iar dacă a€ck 


L] n 4 
2(ax) = 2 ada) L da TD ., = a f(x) 
- 
deci £ este liniară, = 
Bijectivitatea lui £ este evidentă din modul în oare a fost definită, 
Deci V*y, y 
Corolar. Orioe K-spaţiu vectorial n-dimensional este izomorf 


su E. 

Observaţie. Izomorfiemele ăin exemplele 1) şi 2) de mai sus 
sînt canonio construite (respectiv pe elemente, fără a se apela la i 
vreo bază). Acest fapt va permite să identificăm, abstracţie făcînă 
de un izomorfien, orice vector x = (xp neseszp)e cu matricea linie 


(vespectiv coloană) corespunzătoare [CE e AU) (respectiv 
5 Ş 
“L : 

i: e (8) De asemenea, vom putea identifica orice vector ve” 
x 
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a 
" cu vectorul liber 7 = [0,v] ev”. Pe parcurrul acestui cors von mai 


Aîntîlni exemple de izomorfisme de spaţii veotoriale, unele canonic 


construite, altele nu. 


$ 6. Sună şi intersecţie de subepaţii veotorialet 


direc 


In $ 2 an prezentat noţiunea de subepațiu vectorial, An ară- 
tat că o intersecție oarecare de subspaţii vectoriale este un subepațiu 
vectorial şi an introdus noţiunea de subspaţiu vectorial generat de o 
submulțime a unui spațiu vectorial, 

„ In general, reuniunea a două subspaţii vectoriale ale unui 
spațiu vectorial nu este un'subspaţiu vectorial, De exemplu, 


| By=Răloj=(x0lxenjesa? şi 


Ba =(0]2 E = ((0,X) | zen] sa? 


sînt subepaţii vectoriale ale lui R2 dar reuniunea lor nu e subspaţiu 


“81 Lui RE oăoi (1,0)€8, și -(0,1JE 52 dar (1,0) + (0,1) = (UI) f8U5 


Ş Be defineşte însă suma a două subspaţii vectoriale 8,52 
ale unui E-spaţiu vecțorial Y notat 8J+8, ca fiind subspațiul generat 
de reuniunea SU Sp Deci, 5 + Sp = <8,U8> 


Propoziția 19, Fie S,+5p “subspații veotoriale ale unui , 
E-spaţiu vectorial Y, Atunci 

B+ Bg = (zeY | = x 4x21 XE, xpes2j 

Demonstraţie. Notăn 


M = (zev |z = XatXzi ES x2s53 | . 
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- 23 - “ 
M este un aubepațiu vectorial a] lui V ce conţine pe SyUBg» Intr-sde 
pentru orice x = XA + Xa SH, 3= TI+I2eh cu XS şi 
2172 € Bp aveni / 


x + 7 = (apsro) + (Ia+72) = (ae) + (2472) 


91 xp TE, X2 + Ip68g întruott By și B2 „sînt subspaţii 


vectoriale, Analog, dacă X = Xy + xpeh ou x, XxpeBp far act, 
atunoi 


să e ma + 22) e 0, + sie 
și axj€6, , ax365p. BRâzultă 0ă N 28, + Sp (63 + Bp fiind contoră 


cefiniției cel nai mic subspaţiu vectorial în raport cu incluziunea 
ce conține B,U82). 


Reciproc, 5 + 8 fiind un subspaţiu veotorial Lya ai. Y ce 
conţine pe 8, si Sp, conţine evident mulţimea W. 


Generalizare.. Pie Byp+:+8, (ren) subspaţii veotoriale ale 
unui spaţiu vectorial V, Se defineşte Buna lor ca fiind eubspaţiul 
vectorial | 


Bptae245, det (Bu ae. U8,> 
Be arată enalog căt > 
Byte+45p = | xeY |x= Xgtoestăy 9 IES eter] 


Ne vom ocupa în conţinuare de probleme legate de dimenalunsa 
vwbepațiilor vectoriale, a subapaţiilor sumă și intersecție, 


Propoziția 20. Pie o: 8: 
£ nită fer SSY un subepațiu vectorial al său, Atuneii 
1) dimps S din 3 ae 
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Demonstratie. 1). Fie n = dim , p = dim gi 
feroce țo bază în 8. Ea e sisten liniar independent în V și din 
teorema schimbului rezultă că psn. , 


2). Dacă ă: = dimY = n, există în 8 o bază B =fe-pe...e 
i i n] 


formată din n vectori, Dar cun SSV, B va fi bază gi pentru V, Deci, 
pentru orice xeY există Y jos PpEK unto determinaţi astfel ca 
a 


x DE Intruoît e,€8 pentru orice 1si<n iar 8 este sibspaţiu 
i 


vectorial, x =? phese5, astfel că VSB gi deci V=8. 


Definiţie, Pie (xjs++-9X, ] un sistem de veotori dintr-un 
K-spaţiu veotorial Y, Be numeşte rangul sinatemului de vectori 
goes şi se notează cu rang (x7va++9X4) dimenaiunea aubapnţiu- 
lui veotorial Sp( Xa poeta) e i 


Din definiţie rezultă că rang (xjs:++0%) e ohiar numărul 
maxim de vectori liniar independenţi din Bistenul (prrseăa j 


Exemple 1) Pie ss? subspaţiu .veotorial, dim 8 = 1, Exintă 
deoi DEV? veotor nenul astfel ca 8 = Sp(d) =[Aâ|Ae Li Atunci, 
pentru orice Yes există  6R astfel ca P= «CE adică pi a 
sînt ocolineari, 8 eate deci dreapta care trece prin 0 şi are direo- 
ţia dată de îi 


Dacă 


T » xi + xi + x Pi + = aÎ+ a. + LR 
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(Et Ai | basa canonică în V7) relaţia vectorială 


Ga) Ti e 


ente echivalentă ou relaţiile scalare 


edu N 
(2) 22 = Cao Lea 


33 = 83 


os reprezintă ecuaţiile parametrice ale subspaţiului 6, Bouaţiile (2) 
ss pot sorie sub o formă echivalentă de sir de apoarte egale, 


o aaa 


Coordonatele vectorului nenul E se numesc paranetrii direotori ai 
dreptei 8. 

Cum spațiul vectorial [i este în mod natural izomorf cu v2 . 
aubapaţiile de dimensiune 1 ale lui E? sînt tot dreptele ce trec prin 
Oe 
2). Pie SSV? subipaţiu veotorial, dimgs = 2, Există î,bes 
liniar independenţi (necolineari şi nenuli) astfel ca B = (î,5| să fie 
n bază a dui 8. Atunoi, pentru orice Ves există, „LER astfel cat 


(4) n Poate 


5 ente deci planul ce trece prin 03 şi conține direcţiile € și Di 
X3 


+ 
h-] 


Dacă Te mi + fi x, î = ai + a-i + sk, d = bi + bpă + ba 


relaţia vectorială (4) e echivalentă ou relațiile soalare: 


(CI E | 
Sos Ada Aba 4, pea 
ut Ai: Ina pază 

care zeptesiată socatiile peregetrice ale planului g- 


Analog, subspaţiile de dimensiune 2 ale lui B7 oînt planele 
ce trec prin 0 XI ; 


„Meorema 21, Pie Y un E-spaţiu veotorial de dimensiune finită 
ie, „ie rbigaeti vtoteriile ne lui V. Are 100 relaţia: 
dim, + a1a,5; = atm (8,462) + dinp(B,182) 
pudel i 


Demonatraţie. Pie E = ( 9jp+:+18 |o bază în 8,[8a. O oomple- 
tăn pînă la o bază a subspațiului vectorial Sp fie aceasta: 


ha 7 = fepnoeeotes tente] 


respeotiv pînă la o bază a subspaţiului veotorial Ba, anume: 
4 E > (epsoecoeesyoeees6a | 
Cu alte cuvinte, presupunen că din, (8,1 Sp) = E: dinpS, = ul, 
„_dimp53p = km, E, ,neNi. Dacă arătău că eistemul de veatori din Yi 
i i B a | eapoocate ajreoesâke Boeotia | 
rs 


4 formează o bază a subspațiului veotorial 5y + Sa demonstraţia este 
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încheiată. Intr-adevăr, atunoi ding(87+832) = €+ + m şi egalitatea 
din enunţ e satisfăcută, 


Stabilin întti că B este un sistea liniar independent de vao= 


tori din 5) + Sa. Pie deci anonenetg o fuese fa Pose Pa ez 
astfel cat i 


e k m 
(6) )] mafa+ d P3*3 +3 4s5a = 0 
isi pl s=l 


Cum at, + LzAma e a iar ZE Pasca 


(fiină o combinaţie liniară de veoţori din bază) rezultă că + 
n 
ÎMata e 3, 5p, deot există Ajs:-:,A4EE nnttel cas 


] 
(7) Mata ai aan 


E k 
8 fu LI Ca = 0 
(8) 2 oa + 7 (An) e 
Deoarece siatenul de vectori G este o bază a lui 8 (aeoi un sistem 
liniar independent), din relaţia (8) rezultă 
(9) PI seca 200 Ag zeeez Ap =0 


Dar atunci, relaţia (6) devine: 


[ă k 
(10) dati e Aa 40 
rasi HEI : 


î aaa tun gi caen calzi 
„ vezultă: 3 


Ga) a sq mase 20 ș Age eine si Alp 0 pa: 


Cu sate cuvinte, toţi scolarii din relația (6) sînt nult şi siatemul D 
este liniar independent, bi ) 

A rămas de arătat faptul că B este un sisten de generatori 
pentru 8, + 52 Pie doi x€ 8, + 92n Xa Xj + Xp IES» Xp: 
Yolosină nous bazele alese pentra subspaţiile veotoriale 8, şi Sp 
avea: 


* [ă 5 i 
(22) x = Petit + Ș> pes. Lig st 
= Fi 
fi y ucis, 15j<k 


p (23) xp = - 2 + a 3 Ti 5; ek, 


„A sasa, L<ick 


Rezultă că: i 
Ă a A n 
d . 3 n ape se «Pie Îi ape “La 


deci x se exprimă ca o combinație liniară a veotorilor sistemului B. dă 
Observaţie. Dacă 5, şi 32 otnţ ocbepații wootortale ale unul | 
K-spaţiu veotorial V iar x68, + Ba» atunoi sorierea sa sub foria 
_ XX) + Xp ou x, şir, 368p în general nu e unică. 4 
| A Breapiu. Pie în E? subapațiile Sy=SplrasY2) e Basta), | 
* ă ) 


- 
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unde v, = (10,0), va = (14051)+ v3 = (0,0,1), vu = (141,0), Deci 


5, =yem | = A3YV] + AzYa îdyp da eR]= (res?| 7 =(Azt AO dz) 
[i A Azea] : 


82 =|seR2]2 = paY3 + AaYai Aur HzER]= faces = (ha Aa AD 
i Pa ace] 


Avea 


8,459 = (vesly = grai IES se5,] = (vei |v =A3%a + 
A2Ya + 433 e Agtgtăgrd a A ge AgeR | 86720304) 


Cum rang (Y7sY2sY3Yy) = 3e rezultă că dtm(37+52) =3 gi) 
deoarece 8J+5p este un subspațiu vectorial în R? care 'are aoceeazi di- 
mensiune cu spațiul, 3)+52 = E, 0 bază pentru 8,+5, poate fi aleasă 
de oxemplu B = (vaYaY3 ji ă ! 
Veotorii v+Yo fiind liniar dis santa i dia 8 = 2, Ana 


10g, din Sp = 2, Din teorema 21 rezultă că 
din(3,[52) = dim 8, + din Sp = din (8j+59) =1 


Vom pune în evidenţă o bază în 8,082. Pie ves, 82 arbitrar, 
Există deo Ar AER şi respeotiv As, Ag ER astfel ca: 


Y =Av + atac şi v'= A 3Y3 +A gYye8p. Relaţia vectorială 
Aga + AoYa = Asta suta 
este eohivalenţă ou sistemul de ecuaţii liniare: 


A +Aa A =0 
23.=0 
Aa - 1 =0 
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care are soluţia generală A = bt, Ag = te Az = te Ay = 0 te. 


Rezultă că orice ve3,119, e de forma v = A3Y3, = t(0,0,1), teR iar 
o bază în 5,(15 e constituită din veotorul î vz|- 


Geometrio privină lucrurile 8, şi 5, sînt două plane ce trec 
prin origine, a căror sumă e spaţiul întreg şi a căror intersecţie e 
dreapta 
D = 8,83 =(tv3] tea] = ((0,0,t) | tea] 
| 


pe trece prin origine şi are direcţia dată de v (vezi figura) 
2 


Faptul că 5 + Sp = R este echivalent ou afirmaţia că orice vector 
i Lă 
venă se poate sorie ca suma dintre un vector y din 5% gi unul 


2 € 52 (nu în mod unic), A 


Definiţie, Pie 8) şi Sp subspaţii vectoriale ale unui 
K-spaţiu vectorial V, Dacă orice veotor xeS, + 3p se sorie în mod 
unia sub forma 


XX XE e Xp€B 
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spunen că suma subspațiilor e diraoctă şi o notăm 8,682 4 


Mai general, dacă Speedy sînt subspaţii vsotortala ala 


unui K-spaţiu veotorial Y şi ortoe ED titi, sa sorie în mod unio 


nub -forma: br, 


= 


ma e N A 1€1€p sd 


suma ali că se RES AA direotă şi se dotat Lu ... 8 % 


sau a s.- pă 
Pie acum I o familie oarecare de indioi (nu nnapirat finită) i să 
iar (5) iez 0 familie de subapaţii ale lui Y. Von spune că suma j ) 
. 4.3 
acestor subspații. 25 = <A E, Ai > este direată şi o ea aaa ET) a. | 
Pena mm sefa dle vază a Ma | 
ie e | 

z 2 x, “unde X4€8, pentru orice iGI iar x, 40 cel mult pentru uk 
un număr finit de iîndiot er, . | Ai 
Generalizare. Să presupunea că (Y, | jap e o familie cara , 
oare de E-spaţii veotoriale, Ne propunem să definim noțiunea de aună APA 
direotă externă a acestei familii. Pentru început, vom construi spa- . "A șI 
iul produs direat notat LI V4  oaraoterizat prin: 4 
Ti, sjzir Ur, |x=, e ier "PR 
la =] IT a |Dagstu | E | 


Hotația folosită pentru elementele x € RARA este x = (der: 
Oporaţia de adunare şi înnul ţire ou scalari definită pe "componente" i 


(xi er E “7Dier ini (x + Tier € „A 


Aapier = (A ziar 4 
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Dacă x = (xher e ARI Va» vom nota cu supp(x) mulțimea 


supp(x) = (er |z(0) 4 9] 


numită suportul lui x, Vom spune că supp(x)< 00 dacă există cel mult 
un număr finit de indioi il pentru care x(4) 40 . Subnulţinea 


&v s II definită prin: 
isi că 4 


A V, = ste | supp(x) < co]. 


e subspaţiu veotorial al produsului direct şi x se numeşte guma dirortii 
a familiei de spații vsotoriale (vi) ier* Dacă I e o mulțime finită 


Br sa Ala pattee EX ăefinin o aplicaţie 6.1 Y 
SEpi Aer 4 i E ao noii Vot IND 


— MAR astfel: pentru orice xetp ete e acel element din 
din produsul direct care are pe "componenta" j pe x iar pentru rostul 
indtoilor, 0. E clar că Gtxpe € e Vy dame Geo aplicaţia 
liniară injeotivă, Atunci, 5) ii un subspaţiu vectorial al lui 


MARA (oanonio izomort ou vp iar suma dirooţă a familiei de subspr- 


i vectoriale [8] ier este chiar [==] Ve In concluzie putem 
ici 
acirnă că pentru orice x€ SD Y, există i alt. unioi şi aproape toţi 


„mult astfel ca x = Zece 


Propoziția 22, Pie 8, şi 52 aubspaţii vectoriale ale unui 


K-spaţiu vectorial, V. Sînt echivalente: 


1). Suma 8, + 8p este directă : 


2), SjNsa =fo0ţ. 
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Demonstraţie, 1) —p 2). Prin ipoteză, orice ze 8, + Ba se 
sorie în mod unio sub forma 1 = Z tă ca res şi x25 82. Prosupu- 
ndm prin absurd că există 7 e 8, (182, 7 40. Atunoi pentru des, + 8 
am avea două descompuneri distinote: 


0 =y+ (a) a 


0=0+0 
Rezultă că 7 = 0 şi, deot 8,182 =(0], 


2) => 20: Prameganea prin sheeră că pezizu £ € 8; + 59 am 


avea două scrieri distincte de forma: 
| 


X9 XA? a A deal =za8, 
sera ș es, me 


Roziată GA 7, = 3] = 34 = Xa și stimei, can x, - Xjeă, și zi - zpe8p 
iar S4N8a = (0) rezultă că x, = x] = x5 - x = 0, deci x, =] şi 
Xa = Xe 

Generalizare. Fie 8, ++++5p mubspaţit, vectoriale ale spaţiu- 


lui vecto: Ye echivalente: 
1)» Suna 8,+..++9, este direotă 
2). Pentru ortoe 1 1€p, 84((Spt+..+54 345gtee +48, = (oh. 
Demonstrația se face analog şi o Lăsăm oititorului, 


Definiţie. Pie Y un E-spaţiu vectorial jar 87 şi 82 subepaţii 


veotoriale ale sale. Spunem că Y se descompune în suma directă a aubapa- 


jiilor 9, şi 99 dacă Y = 8,98. 
Din definiţie rezulţă că V se descompune în suma dirnotă a 
subapaţiilor 5, şi 82 dacă orice xEV se sorie în mod unio aub forma 


(da. sa/s6a fase.a 
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x E + Xp 0u Xe 5, şi pe. 
Din teoremă 21 şi propoziţia 22 rezultă acum “imediat urnă- 


toareat . 


meoraza 23, Pie V un K-spaţiu veotoria] tat 8,522 V subspa- 
43. vectoriale. Atunci 


1). 818 = (ot 
= 888% —— i 
2) dâng? = Atapă, + Alipde 


Danonatraţie, " =", Dacă 7 = 8,052 din propoziţia 22 


aven 8 [8 = (0) şi apltotnă teorema 21 obținea 


A4mp5) + dimg32 = dimg(8, + 92) + atap(8, 18, = dim(8, + 82) = 
= dim Ve 


n =" In condiţiile 1) i 2) apliotnă teorema 21) se 
obține: 


ata = dm + Ama e foita + 49 


şi.cun 8, + 5sTte subapaţiu clei sotii confora propoziției 20, 
că Y = 8, + Ba, Intruoit 8, Sa = [0], suma e directă. 


Definiţie, Fie Y un K-apaţiu vectorial, Două subspaţii 
vectoriale ele sale 8, 91'8 se numaso suplementare dacă Y = 3,0 8,, 

Pentru orice subspațiu 5, al anui K-spaţiu veotorial există 
un aubapaţiu suplenentar, Astfel, dacă (ojnoessep] este o bază oare- 
care.a lut 8), atunoi ea vonstituie un sisten liniar independent; în v, 
sintem oo poate fi completat pînă 1a o bază (ese mn9pe 9410009 | 
a ut V, Atunot subspaţiul 85 = Bp(epggpe: +99) este suplenentar aub- 
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spaţiului 3. Pacen observația că subapațiul 5)SV fiind dat, în gone- 
ral el nu admite un unio snbspațiu suplementar, 


Exemplu. Pie V = RA dar îi) = [(xs70) | ge ss? e 
subspaţiu de dimensiune 2 (planul z07). O bază a sa e dată de vectorii 
e, = (14040) şi ep = (041,0). Un subspațiu a1 Lui R7 suplementar pen- 
tru 8y este % = (040,2) | ze ] =sp(e) » 63 = (0,0,1). 


(dreapta 05). 


Intr-adevăr avem: 8, N Sp = 0 și dim Sp + dim, Sp = 3. Un alt sub- 


paţin suplementar pentru S, este 3% = (o,t,t) | tea] -5p(u) unde 
u = (Os2p1)e. 


$ 7. Spaţii factor 


Pie K un corp, Y un E-spaţiu vectorial iar SSV un subspaţiu 
vectorial a său, Considerînăd pe Y şi 3 structurile de grup abelian 
aditiv putem forma grupul factor V/S, Elementele sale sînt olasele de 
echivalență definite astfel: pentru orice xeY, clasa ea în V/S eatat 


0, = (ev | z-zesţ= i yev [Ia tex tesj= Sex 


Adunarea în Y/3 e definită aşa cun ştin: 


+0, = 0. (9 Cs E V/g+ 


144 


Pe grupul abelian Y/g putem introduce şi o operaţie externă, 


de înmulțire ou soalari din K şi anume: 


a Ex V/g—Y/g (a,0)— 0 = Ca 


pentru orice act, 0, e V/g. Această operație este corâat definită 
(nu depinda de reprezantanţi) deoarece dacă Ce = 0 atunci 
x! -x E B gi deoi, a(xt-x) = ax! - a a, Rezultă că Ca. = Cam 

Se varifiocă imediat că operaţia de înmulţire cu scalari 
astfel dnfinită satiatace axiomele din definiţia spațiului veotorial, 


Spaţiul vaotorial matfel construit se numeşte spatiul factor (sau 
spaţiul oît) al lui V în raport ou subspațiul 8. 


opoziția 24, Pie V un E-8 u veotoriel gi 3 un subspaţiu 


ygotorial ai său. Atunci, orice subsp ațiu Q suplenentar pentru $ e izo- 


nort cu spaţiul “faotor Y/g- 


Demonstraţie, Definitia aplicaţia Pi Q —=Y/g print 
P(x) = 0a= Sex + xeQ 


“P sate injeotivă, întruoît de îndată ce P(x) = pap) deo 


Oa = 02, Tezultă x, — X2€8 şi cun BNQ = 40] 31 x, = pe s8N8, 
avem x) = Xaa “f sate şi surjeotivă întruoît orice vector veY se 
sorie în mod unio sub forma v = x+7 cu xesS, yeQ şi deo = Li = (7). 


Evident, “P eate liniară okoi pentru orice x,y €Q, AER avea: 


“P(x+y) Cay = 07+ 0 = 9(x) + Pa) 
P(Az) = Caz so. = A P(x) 


Deci “P este un izomortisu, 


—_ 


„dC e sic dica Ra i 
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Corolar 25. Pie V un K-spaţiu vectorial da dimonsiuno finită 
şi S<Y un subspațiu veotorial a] său. Atunci: 


dim, Y = dimg 9 + dinp(V/g) 


Demonstraţie, Y = 59Q unde Q este un subspațiu suplenen- 
tar pontru S iar 9= Y/g* Aplioînd teoremele 18 şi 23 obţinem 


dtmpY = 0imp5 + dimpQ = dtmp5 + amp (Y/g) 


Definiţie. Pentru orice x€Y clasa na de echivalență din Tize 
0, = 8+ x se numeşte varietate liniară ce trece prin x şi e paraleli 
cu subspațiul 3. S se numeşte subapațiul direptor al varietăţii linia- “| 
re, Vom înţelege prin dimensiunea varietății utatare L= 8 + x dimen- îi 
Blunea subspațiului său director, 

In particular, Y însuşi e varietate liniari, De asamenea, 
orice subspațiu vectorial e o varistate liniară, Reoiprooa nu e adevă- 3] 
rată. S | 

Observaţii: 1) Dacă Y e un K-opaţiu vectorial, LA o aub- 
“mulţime a sa, atunoi L este varietate liniară dacă şi numi dăcă pentru 
orice x € L, mulţimea 


Lo x 7-30] 7euj 


e Bubspaţiu vectorial al lui V. 
Preoizăn că, în general, dacă A şi B sînt subnulţini ale unul SI 
i-spaţiu veotorial,T, se defineşte: . : 


„ae Bafae lzei, yes! 


in particular, dacă A şi B sînt subepaţii vectoriale ale lui V, atunci 
+ B e chiar subspaţiul pună. Dacă B =(xe |» atunoi A + xa= (x + Xo| să 


daia Ti ada dai a 
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2) Pie V un K-spaţiu veotorial iar xeV fix, Se numeşte 
+ ranslație de veotor x aplicația 


ST AO) aiyez Li zer 


Putem interpreta acum varietatea liniară 8 + x ca fiind imaginea prin 
aplicaţia de translație 7, a subspațiului vectorial 8, 


Vom spune că o varietate liniară H a unui K-spaţiu vaatorial 
Y este varietate liniară maximală dacă pentru orice varietate liniară 
SV, ou proprietatea că HCL rezultă L = A sau L = V, Analog, un sub- 
spaţiu veotorial S<Y este maximal dacă pentru orice subspațiu vecto- 
rial SeY ou ss3 rezultă 5 = 85 sau % = Ve Bviaent, dacă din,V=n, 
atunci subspațiile sale de dimensiine n-l sînt subspaţii proprii naxi- 
male. d E 

Detinikie, Pie Y un E-spaţiu vectorial, Se numește hiperplan 
a] lui Y o varietate liniară maxinală a sa, 


Propozi via 26. Pie YV un K-spaţiu vectorial iar E o subnulţine 
nevidă a sa, Sînt echivalente; 


1). H este hiperplan 
2), Există SSV iu vectorial riu maximal astfel 


sa H = 8 + xp0u XSH. 


Damonstraţie, 1) =——> 2) Dacă H< V este un hiperplan iar 
Xp SH arbitrar, atunci 3 = E - x, = (7 - x |yek Țeste subspaţia veo- 
torial să lui V. Rămîne de arătat că S e subapaţiu propriu maximal. 
Dacă 5, SY s un subspațiu vectorial cu8 8, tar H, = 8) + Xa» atunci 
EH, e o varietate liniară a lui V, cu subspaţiul direotor 5, şi 


H = 5 + x, e 8) + xp = He H fiind varietate liniară maximală E, = H 
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sau E, = Ve Dacă BR = B atunoi 5 = S iar dacă E, =Y, atunoi 
Ss Box Y iar 8 e subspaţiu maximal. S e totodată subspaţiu 
propriu, căsi dacă 8 =Y, atunoi i =. 


] 2) m 1). Pia SSV subepațiu propriu marine), 17 lar 
EH = 3 + Xg+ Evident, 1, = 0 + 7peH iar He o varietate liniară ce 
trece prin x, şi are subspaţiul director 8, Acum, dacă H,SY e o 
+ artetate iei ca BSH, rezultă că 8 = LR - Xp € Bubspaţia veo- 
turial al lui V ce conţine pe Sc H- Xe 8 fiină marina], rezultă că 
S, = 8, deo: = E, pan 8, = Y, deo BR, =Y. 

Von descrie în continuare varietățile liniare ds dimensiune 1 
gi-n-1 sle-10i EX, Acentea vor £i dreptele, respectiv hiperplanele 
spaţiului veotoriel RE, 

Pie D SE" o varietate liniară de dimensiune 1, Exintă deci 
ze , 'Xo = (Eno: fo d 5i SSE un subspațiu. vectorial de 


dimensiune 1 astfel ca . D = B+ xo+ Dar 8 = 8p (a) = (ta [ten | unde 
u = (apse+î+12,)€R este un vector nenul, 5 egte de fapt dreapta ce 
trece prin O n şi are direoţia dată de vectorul u, Atunci D este 
"dreapta ce trece prin x și are aceeași direcţie. ca şi 8, oa obţinîn= 


du-se prin translatarea lui 8 cu vectorul x, S este subapaţiul direo- 
tor al dreptei D. Pentru orice xeD există te astfel ca: 


(D J z=tu+x - 
La 
Eovaţia (1) se numește ecuaţiu vectorială a areptei D ce trace prin To 
„4 are direcția u, Această ocuaţie e eohivalentă cu ecuaţiile: 


(2) N 5 Pac apă DRE, de + oh te 1sica 


numite ecuaţiile parametrice ale âreptei D. Ajs+++sâ se numesc para- 


——” — 7 > 1.” AP IN e i 
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metrii directori ri drepței D. (Ei sînt totodată parametrii directori 
„ai dreptei 8), Ecuațiile (2) se poţ pune sub forma echivalentă: 


Ș k, a băi Aha e 


Tie aoun E SE un hiperplan, deci o varieţate liniară de 
dimenoiune n-1, Există atunci x,EB şi un eubspaţiu vectorial BCE" 
de dimensiune n-l, astfel ca E = 8 + xp+ Dar 8 = Sp (ujip) unde 


"[upps+sntag] SEP este un siaten Liniar independent de veotori. 
Pie w = (CPTEDEII SPRĂ: 1$4€n-l. Atunci, pentru orice xeH există 


Soia. Agnesee Ape astfel ca: 
n=: 
Li Ei A 
4) x E + x 


Bouaţia (4) se numeşte ecuaţia vectorială a hiperplanului HI ce trece 
prin 2, şi are subepaţiul direotor 8 = (7 Ie Agugtee et Agapi 


soma ER ja se obține prin translaterea subspațiului 8 ou 


vectorul xp. Bouaţia (4) este echivalentă cu ecuaţiile: 
nl 24 
(5) ș, 044 a + Fie 1<Jsn 
is 3 


oare reprezintă eonațitile parametrice ale hiperplanului H, Ele sînt 
echivalente cu ecuaţia i 


YI “Fe Fa - Yo sseee Fa * Faso 


ri 223 LS : 
(6) i =0 


o.nnnnnanenenaceneeeneneenensenee 


Sana San în n-l E 


TEI EI TA i i y =E . TR 


dm “SĂ 


Dacă n = 3, 24 = (Yaon Faze Fao)e 2i = (lasmysay) și oo = (lpsmzsaz) 
i “ga (42 ] e sisten liuiar independent, H este planul ce trece prin - 
x i conţine direoțiile W Şi up + E1 se obţine prin translatarea pla- 
, nului ce trece prin origine S = 6, (uysuo) = | Auyt Muz [a3 peR|- - 
Ecuația planului E = S + x, este: 
1 7.Sre Ta -F2 arta 4 a | 
(2 & ai m = 0 | 
te aci a A 
Observaţie. Dacă V este un K-apaţiu vectorial iar x,yeY, ] 
x A 7, atunoit - : SI 
: A 


LE (ser aaa (a-A0y ș aer] 


este o dreaptă a lui Y ce tree prin y şi are aubepaţiul director 

8 = spa), unâe n =.x -y 4 0. Dreapta trece și prin x căci pentru Al 

avem z = x. Da, se numeşte dreapta ce trece prin x şi 9. F 

Puten de acum. următoarea: | 
Ă 


j 


4 
“ 


Propozi ţia 27. Pie V un K-apaţtu vectorial iar L 4 o sub= | 
mulţime a sa. Sînt echivalente: i A E 


1). b e varietate liniară 
* a 
2). X myelLs Da SL Ă 


Demonstraţie, 1) => 2). Dacă L e varietate liniară, atunci 
pentru orice x,yEL, I-x şi L-y sînt subspaţii vectoriale ale ut V. 


Tie acum z eDp z = Ax + (1—AD)y = Alor-g)eg, cu ACE, Cum x,yel, 


-j Ely şi atunoi A (xy) € L-y. Rezultă că z-y = A(x-y) E L-y 


şi deci zeL, . 
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2) —>1). Pie Xp EL iar 8S= L - xp. Lrătăn că SsY e un 
subspațiu vectorial, Dacă 22 € 8, atunci 2, = X) - Xp îi, 


ou xpsăpet, dar 2 + 20 = (ay 4 Xp - X):= pe Intmcit xy + xp x, = 
= 2 Gta) = ps 20-30 unde an notat z = x, + 4 xy: 


Poet 2€ Due 94 048 Dax, Si, De SL rezultă că x, + se - xpci, 
deci 2 + zpe8. Dacă LEK arbitrar iar zes, z=x-x cure, 

"atunci da=C(x- x) = xXx = [ex + (1-0)x0] — xp i cun 
Ca + (1-0), SR si rezultă că Lze8. 8 aste apei un subspaţiu 


vectorial iar L = 8 + x, e varietatea liniară ce trece prin x, şi are 
subspațiul director 8. 


Cu noțiunea de varietate liniară ne von reîntîlni în capito- 
lol X, într-un alt cadru, cel al geometriei afine, 


$ 8. Transformaren oovordonatelor unui vector Ja 
schimbarea bazei. 


In $4 am definit coordonatele unui vector într-o bază firată 
'a unui spaţiu vectorial. Am văzut că acestea sînt unio determinate pon- 
tru oriee vector dacă baza e fixată. Ne propunem acun să punem în evi- 
denţă modul în care se transformă coordonatele unui vector la schinba- 
rea bazei, i 
. Pie V un K-epaţia veotorial de dimensiune n şi fie 


E = dese | reapectiv pg =(ejanoosej] două baze ale sale, Expri- 
năn vectorii bazei B' în funcţie de vectorii bazei E. 


ei = Apă + 2702 tee +a 


o... . .[.... nnnnneneneananneae 


(2) i 
e, 3 ayp03 + Rapa teestânnfn 


vectorii ejueavej, fiind Liniar independenţi. Pie tnt BC, pue 
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aer, 1 41,3 curatat ovordonatele vaotorilor 6jyeaesei în bara E. 


- 


Matricea 
13 8y2***61m 
MO, Sa Seamana ) 
a %a2***5an 


15 mamegia aatriee de trecere de la baza E la baza E'. te colome i 
a satrioei (isa) de: găgeao coordonatele vectorului LI în baza E. 


„ Sooarratâs, Relaţiile (A) ae pt serie ab Cozma mahala 


me în e din ii A 3 af mule ii a 
coală sohivalentă ou aceaste, el pi Pati 
G» (o secemei) = Copoerea)a 


Matzioea A dă tmeoere de Ia baza E 1n baza E! e nesing 


aceia alma Îi acneea dentar adi Dag 
vaza Ș. Mai precis, sven relaţiile: 


* = Vuaei po... iz 


() .nnesennenenenanneaaee 


ep = ba aei Pinot Li 


Pio acum xEY un veator arbitrar, avind noordonatele 
Tunsee Fpeă în baza E şi respeotiv (pese DEE în baza E'+ 
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Atunoi: 

(5) x = pop test Fa 2 
şi : 

(6) z = 70] to... Pee 


Folosind în relaţiile (6) formulele (1) de schimbare de bază, obținea 
"0 nouă goriere a vectorului x în baza Et 


(7) x = Pa(agg0a teostapg€p) teset TV p(agpogtee starea) 
= (ay3 Tae tan me Pease (apg Myteest Ana)! 
(am ținut cont de faptul că luorăm ou spaţii vectoriale peste corpuri 


conatative), Coordonatele lui x fiină unic deterninate în baza E, din 
(5) ai (7) rezultă sistemul: 


Şa = Aaa a test “ana 


n.n snnneneneneeneeeoesa 


Ya = Sa Ţateeet Anna 


(8) 


Relaţiile (8) reprezintă formulele de transformare a coordonatelor 
vectorului arbitrar x€Y la schimbarea bazei, Aceste formule se pot 
scrie sub forma echivalentă matrioeală 


PA Ta 
ta Ata 


353 


Re j LE 
(20) = pi 6-0) Sala 0 a. 
Lâ Fa 
deci 
LEI = ba Fateestban E 
Pra PAN PRE Baa aa 


Ta = PaaFa +*+*+Pau Fa 


In concluzie, dacă A e matricea de trecere de la baza E Ja baza E', 
coordonaţele unui vector arbitrar xEY în baza E' se exprimă în funo-, 
ție de ovordonatele aceluiazi veotor în baza E prin intermbdiul matri- 


-] ” 
cei A“. = A 
In continuare von introduce o convenție de sumare propusă 


de Einstein, care ne va permite să simplificăn foarte mult 
sorierea relaţiilor în care intervin sumări, Wat precip, dacă 
într-o expresie un acelaşi indice intervine de două ori, o dată 


ca indica superior şi o dată ca indice interior, atunci se su- 
wează după acest indice, dacă nu se face vreo mențiune specială, Semnul 


" ŞI" nu se mai sorie, Ori de cîte ori ron folosi această convenţie, 
indtoii vectorilor bazei vor fi situați inferior iar ai coordonatelor 
anul. veotor arbitrar din Y, superior, Vom vedea în capitolul 7 de ce - 
stabilim aceste poziţii pentru indici, Menţionăm că uneori simpla re- 
petare a unui indice chiar pe aceeaşi poziţie (superioară sau inferioa- 
ră)e considerată sumare. 

Ne propanea acun să *ransorien relațiile de mai dus folosind 
convenția de sumare, Să observăm pentru început că relațiile (1) se mai 
pot sorie sub forma comprimatăi 


n 
ej =) a, „ dsicn 
jel 


15% 


. i] 
sau adoptând convnția 'lui Binstein: 


(a) o =ai, e; 1sân 


Punatul este folosit pentru a pune în evidenţă faptul că indicele de 


- dinte sl matricei A intervine în sumare, far el trece în poziţia supe- 


rioaiă, 4 este vinătce mut", adică nu participă la sumare, Următoarele 
relaţii dovint 


(4) o = ui, e , SRR 
(5*) i = şie, 

(5*) x = ge, E: 

(7) z = qial, * 


In ultima relaţie avem o dublă sumare: atît după 1 oît şi după j de 
rude Ș 

la 1 la n. Legătura dintre coordonatele lui x în baza E şi cele în 

baza E! se expriză prin relaţiile: 


(8*) ȘI = aq! 1<jen 


In aceste relații j este indice mut, iar indicele de coloană al na- 
triosi A participă la sumare, Facem observaţia că indicele mut trebuie 
să apari pe acceaşi poziție în cei doi membri. Comparină relațiile 
(19) şi (81) şi relațiile matriceale (3) respectiv (9) de mai sus prin 
oare pot fi descrise, constatăn că: atunoi oînă indicele de coloană 
al unei matrice A este implicat în sumare, chiar această matrice apa- 
re în relația matrioeală, iar oînd indicele de linie e utilizat în 
Bumare, apare matr icec at (transpusa matricei A). 


In sfîrgit, relaţiile (11) devin 


<t:.. 
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(aa) qi = bi și 1€i<n 
unde 
(22) a, bi, = să pentru orice 1s k,jsn 


fiind simbolul lui Kroneoker) 


x 1 dacă k=4 
O dacă k4j 


Exemplu. In 7 se luorează de obicei cu baza canonică 
9 = (13040), ep = (0,140), e = (040,1). Să presupunen însă că ne 
4 
alezen o nouă bază în E7 + ej = (1,0,1), eg = (1,-1,0), eg = (240,1), 


şi vrem să urmărim modul în care se transformă coordonatele unui vea 
tor x = (Fa Fa fa) = 60 +Foeo + Fe la schimbarea bazei, 
Avem formulele de schimbare a bazei: 

e. = 07 + e 

= 0 =:8a 


ej = 20, + ez 


Matricea de trecere de la baza canonică la baza nouă fej,02,ej 


este |” 
A clu 3 j 
4= 0 1 0 
> ie e le i 


* 


Presupunem că în noua bază, x = 0, +16 + 7303 « Atunoi avent 


x = Vale, + 03) + Va(e, - e) +7 (ae, + e) = 
2 (03 +Ma+ 2100 + (- Tadeo + (7 + 13)e3 


—xIT | 


> "3 


Li ta 4 
„ Ooordonatele în baza canonică fej+02163 | Piină unio. deterninnte, 
A rezultă sisțemul liniar neomogen obținut prin identificarea celor 
Ș id două grupe de coordonate: - 


| Şa =qa +72 + 273 


janta 
Ep fa tito n 
n căzut matrice este A. In notații matriceale, cistenul se poate 
_- scrie? II j 
Lit afla 
“A S Şa | i II ftp) | : 
PP. 53 ta 


Cum det A 4 0, Sistemul nre soluţia ontcă O 


RA AI CI A | * 
fi Ma=-fa 


san, în relaţii matriceale: 
Se 5 TNI 
Ta | tza | Fa 
13 $3 | | 


Facem observaţia că rezolvarea sistemului poate fi înlocuită - 
deci. cu inversarea matricei A şi aplicarea relaţiei matriceale de nai 
sus. In particular, daoi T, - 3, Fa 21, Fa = =2 se obțin: 7, = -8, 
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GAPITOIAIL, III 
Aplicaţii. liniare 


In acest capitol voa studia aplicaţiile liniare pe spaţii veo= 
toriale finit dimensionale, Von arăta că oricărei aplicaţii lintare 
1 ss asooieză în mod unio o matrice într-o pereche fixată de baze în 
cele două spaţii vectoriale, Pe mulţimea aplicaţiilor lintare între 
două spaţii vectoriale Y şi Y! vom introduce o structură de spaţiu 
veotorial, care va fi izomorf ou un spațiu de matrice, Dacă T="Y!, 
mulțimea aplicaţiilor liniare de la Y în Y are o atruotură de algebră, 
oa fiind izomortă cu o algebră de matrice pătratice, Studiul aplioa- 
ţiilor liniare va fi continuat în capitolul XI, 


y $ 1. Imaginea şi nuoleul unei aplicaţii liniare 


Noţiunea de aplicaţie liniară între două E-spaţii vectoriale. 
Y şi V! a fost introdusă în capitolul II $ 5, In acest capitol von O 
nota aplicaţiile liniare ou literele nari ale alfabetului latin, în 
scopul folosirii unei notații analoage pentru natrioele atagate lore 
Pacen de sere bai observaţia că adesea pentru e aplicație liniară 
A 1 Y——Y' von folosi noţaţia Ax în 100 de A(x) pentru orice ze7, 
dacă nu e pericol de confuzie, De asemenea, fscen prooizareu 0ă epli- 
caţiile liniare ale uhui spațiu vectorial Y în e] însuși se numesc, 
în literatura de specialitate endonorfisne ale spațiului vectorial Y 
sau operatori liniari, 4 

Să mai dăm cîteva exemple de aplicaţii liniare: 

1). Dacă Y este un E-spaţiu veotorial oarecare iar A€E fix, 
aplicaţia A î Y——Y definită gta Ax = A x pentru orice x ete un 
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dpiiiae. liniar pe Y, nunit omotetie de raport E SP Introadevăr, pentru 
orice «£, fe E, sI EV, avon: 
A(fz + p7) sata +p7) = (A) +pA(Ag) = Caz) + A(Ay) 
2), Pe spațiul vectorial al polinoanelor de grad cel mult n 
(nen) ou coeficienți reali, R,(X] aplicaţia D.: R,[I]—-— R,[1] ce 


asociază oricărui polinon p = Z a. Pi e R,[I] polinomul 
n=d 


Dp = Pai x ee liniară. D se numeşte operatorul de i 


- derivare pe E, [X). > 


3); Pie V un E_apaţiu vectorial iar BBS două gubapații 
ale sale astfel ca Y = 8, P8p. Atunci orice zeY se scrie în mod unic 
sub forma x = xy + Xp ou xj€ 5, şi xpeBpe Aplicația PY —Y 
ce asociază oricărui vector x = X) + XpEY elenentul Şa = xy, este 
liniară. Intr-adevăr pentru orice yet, x = Xp IT tY> 


(ago73 E Syi Xo03€5) şi A, AT veni 


P(Az + AI) - P(x MI + AX + AI2) = Am AT = 
= A(B2) + Ar) 


P, se numeşte operatorul de proiectie pe subspațiul $, + 
Definiţie, Fie V gi Y! EK-spaţii vectoriale iar A: Y——y! 


-0 aplicație liniară, Se numește imaginea aplicaţiei liniare A și ce no- 


tează cu În A mulțimea 


] 


In A = (yer' |.3 ze ag=ax] 
se numeşte nuoienl aplicației lintare A și se notează Ker A mulțimea 


Eer A =ÎxeY | Ax = 0] 


1) Kez.A e subepațiu rel ai lui? A 
„20 Iaae etegația e vectiartei să duty! 3 
 Dazoaszatăee 10. le sprezeter A ai SAAEE « At | 
Ax =0 Şi Axa = 0 gi: E pa SI SR 

Mea + pap = atm) + pp 
deci d Dama 


Pie 3,s%z ea 4 şi cupe er cm e i 
oa i, e Mp ses tat, 


a e pa Cm) + pap = ta spa 
deci £yy + Ada Ema. te 


arati, în apere mea epioeie tre 1 te 
tentă lo A (MMM MARINER 2009 ra 


p* = depre < ST o bază să îi e Dieta i 
p Dtoă în PAR a-i otita 2, 2 Dita ll 


Vom demonstra că sistemul Îopyarecerhe, ST! formează o boză a sobe 
apă auzul Im A: Ă “ A 
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Pie y e In; există atunci xeV astfel ca y = Ax. Cun 
gi (erseesseu] „este o bază în Y, există scolarii Age Aek 
astfel ca x = Age: Atunoi 3 = Ax = ME ase) =, 

aa A 


A,(ae,) A,(Ae,), întructt Ae,= 0 pentru orice 1si sp. 
de a SARE. - Za Pa dd Ei pe 


Deciţaepyas+: «she, Î formează un sistem de generatori pentru In A. 
"de 


Pie acum A pare pet astfel ca 


Apa (Aepua) tes Alte) = 0 


deci, AA pu eugen) = 0, Atunot A p19pșat**** Ann e Ker A. 


Există deci scalarii Age pet astfel ca 


A test pl E Azegtee "PA pep 


pr “pe 


Aey teeet An0p 4-A dopeateret(o A) ep = 0 


„ Intruoât pistenul de vectori E = fejp+»+10, | este o bază a spaţiului 
vectorial.Y, rezultă că A = 0, Iisus astfel că sistenul de vec- 
toni [Ae,as--:«sh0, | este și lintar independent, In conoluzie, 


din, In A = rengA = n-p = din, V- def a, 


Corolar. 3» Dacă A : V —— Y' este o aplicaţie liniară, 
Va! E 4 vectoriale de dimensiune finită i 


1). A e surjeotivă «ep rang A = dim! 
2). A e injectivă a—> def A=0, 


Demonstrația e imediată, 
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Observaţie. Din demonstrația teoreaei 2, rezultă că dacă 
AV ——Y' este o aplicație liniară far E = (0),.--,0, | este o hază 
a lui Y, atunci (Aoys:.să0, | este nisten de generatori pentru In A. 


(Acest sisten de goneratori va fi bază pentru In A dacă şi numai dacă 
A este aplicaţie injeotivă), 


“Bxemplu. Aplicația A : R7—=B2 ce asociază oricărui veoter 
= (Far Fa Fa) veoterul ț 
Ax = (93 + Fo = Faze FA Fa + fos 5% - > + 7pe 
este liniară. Avea: ă 
Ter A =(ze8? | ax = 0ț=ţa = (Faso Fa Pen? [+ fa - fo, 
, = Fa + E3 = 0 5% -Fa+F3=0] 


Deoi, xeter A dacă şi numai dacă coordonatele sale sînt soluţii ale 
sistemului liniar oaogen > da 


+ Fa - Fo 
Y, - Pa +F3=0 
5%, -fa+t3=0 
Cun soluţia generală a acestui sisten este Fa =0, Fa=f=AeR, 
zezultă că avea 
zar A fa er?| 2 e 400,1) = seta) GE, 


unde u = (0,11) « Deoi, dintr A = def A = 1 o bază în Keri fiind 
vectorul u. Din teorema 2 rezultă acum că rang i = diapin A = 2, Să 

punem Sa evidenţă o bază şi în In A. Stim că ae, = (11,5), Aez=(as-1-d)p 
Ae3 = (-1,1,1) formează oa sistem de generator! pentru In A. Doar dei 


(da. sa/sea fase.3 
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dintre ei sînt liniar independenţi, de exemplu Me, ;i 492, dvăgtila 
constituind dsoi o bază a subspațiului veotorial Ta A, 

Boamintia că o apitoație Tintară și bijoativă 7: Y—=Y', 
unde 7 şi Y! nînt E-spoţii veotoriale, se numește izoăorfise co spatii 
xactoriale. Ca şi la gmapuri şi la inele, se demonstrează urnătoarele 
voorana, numite tooraaole de izomorfisa pentru spaţii vectoriale. 


Teovann 1 (Taorema fundamentală de izonorfism). Pie A: T—=7' 
o aplicația i intari de K-spaii veotoriale, Atunoi există un unio 1zo- 


morfisa de K-spaţii vectoriale, 


Vom a 3 în4 


Teorema II. Pie V un K-spaţin vectorial iar 8, 8 două sub- 
spaţii vectoriale ale sale, Atunci Ss, este un subspaţiu veotorial 
al lu Y/g, şi sxistă un unte vectoriale 
Y/a- 
- Lai 
Re. & 1 
3278, fe 
Teorema III, Vie Y un 5y»5p subspaţii 
vectoriale ele sale, Atunci există un de Y80= 


toriale 
maria, = ze 
- s 
Demonstrația acestor teoreme rezultă din faptul că există izo- 


morfismele coraspunzătoare de grupuri şi se verifică că ele păstrează 
în plus legea d. conpoziţie externă. i 


. 


e Observaţia, Peorema 2 se poate obţine şi din corolaral 25, 
capitolul II $ ? aplicat izonorfisnului din teorema I. Intr-adevăr, 
dncă A: 7 ——T' e o aplicaţie liniară de K-spaţii vectoriale finit 
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dimensionale, atunci cun In A î YV/Kor A obținea: 


rang A = dimpIn A = din(Y/rop 4) = 


= dimpi — dimy Eer A = dimV - desfa. 


Propoziția 4, Pie Y şi V! K-spaţii veotoriale, (0. ;+++9, | 
o bază în Y şi Î yyv-:c17p jun sisten arbitrar de veotori din V'„Bris- 
tă o unică aplicaţie liniară A 1: Y ——Y' astfel oa A+ = Jqe_Istsn, 


„ 


Demonstraţie, Aplicația A : T—=Y! ce asociază oricărui 
e, 1 e,  veotopul Ax = e evident liniară A. = 
ze, 15 tă , 27 I5ă pă de, 


= 7» 1sis<n, Să verificăm unicitatea ei. Dacă B 1: 7 ——T' ar fio 
altă aplicație liniară cu Boy = Yyp 1&isn, atunci pentru orice 


z = Iese, 
n n n. 
Bă = Ia Me i BA = Ax 


deci A=B. 


această propoziţie ne dă posibilitatea să detinia în mod 
unio o aplicație liniară punînd în evidenţă doar valorile sale pe o 
bază a domeniului de definiţie, 


$ 2. Spatiul veotorial al aplicațiilor liniare 
Pie X un corp comutativ, 7 şi Y! K-spaţii vectoriale iar 


Lor) =fa i rr" | A aplicație Lintară | 


Yom introduce pe mulțimea Z (7,T*) o satruotură de K-spaţiu veotorial, 
Astfel, dacă A,B e cE(Y,T') definin suna 10 A+B:V——Y' prin 


(A + B)z = Ax + Bx Y ze 
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iar dacă Jcă,i e (7,r') definina produsul extern Ai V—7 
prin 
(aaa 5 A) x. xet 


Să varificăn că aplicațiile AB și AA definiţe mai aus sînt liniare, 
Pie deci xy ST gi d, peK. Avem 


(4+8) (da +47) = Ma +47) + Biz + AI) = 
= £ (ax) + ACAD) e £ (87) + AB) = 


a L(ax + Bx) + Par + By) = (UA + B)a) e ACU + 87) 


asoi A+ Be Yrr). De asemenea, 


(AA) (dz +47) = 2 (Ar pr) = A(G(4x) + fA(U7) = 
aur) + pian) 


pi aer). 


Elementul nul al spaţiului vectorial dC (Y,T') este aplica- 


- Vla liniară 


o:T—r, Ox = Oi + ret 


Pentru orice A E (Y,T'), opusul lut A aste aplicația liniară 


A:T—m , (ora AX) Y' xet 


E 


Se verifică imediat că ? (7,Y7') este un K-apaţiu veotorial în raport 
cu operaţiile introduse, Fi 

t Yom arăta în continuare că, dacă Y gi Y' sînt K-spaţii vaoto- 
riale finit dimensionale, EA (7,Y') este izomort cu un spaţiu de ma- 
trice. 


codului” ie el 2 Ep + 
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Pie cot dim; V = n și E = [oyse++p9, jo bază fizată în 7, 
tar din?! = a şi? = = Pena ] o bază fizată în Y!. Pentru orize 
1€1<n, 4,691 deci în Daza 7 se va sortet Y 


(9 + ae ea 1sisn 
A ă De i ; 


unda ay6K, î1<jen, 1€1sn) sînt unio determinaţi, fiind coordona 
„le veatorilor A94 (1€4€n) fn baza 7. Relaţiile (1) se mii pot serig 


toLootiă aeivenţia de sumare din capitolul 1 $ 8 + 
î. - A. 
(3) ES A RR 1<t<a = 


In acest mod, ortotzet aplioațit Jintare A 1 Y-Y! într-o pereche 
fizată de baze înY şi! CE si 7) 4 ae aooetază dn mod unto o miron d >. 


La 7 Cp ape n Seal E - 


mus:să aatioea epIioaţăet Mintate A fa pozeobea de buze Ep. Otoera 
că Anătosle de sumare din relațiile (1) (respectiv 2)) fiind oe1 de Ma, 


linie, matriosal aooate relaţii s-ar sorie sub forza: Ei, 
& 0 
i 4 BE | 
. = . 


t : : 
(unde aa este transpusa natrioei up) Pe coloana 1 4 metetoet 
Eu sînt asezate coordonatele veotoralui Ae, în baza 7. 


Exemplu, Să se construiască matricva aplicației Lintare 
Ari care în perechea de baze canonice sn (ta 
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e4 = (14040), ea = (04140), ap = (0,041) în? si p=(ttji ei, 
fa = I în R,[I) asociază vectorului x = Şej + Faea +30 = 
=(Fp» Fa» Fa) veotoral a, = 


Ax = (2F4 + Fa Fata + (Fa - 2Pae 73) = 


= (2 Fa+ Fa + F391 + (Fa - 2Fa +31 


Avea: 
A, = 2, + to 
LL = Li - 2t3 
Ae3 = £p + te 
deci 


e maţricea căutată, 


Meorema 5. Pie Y şi Y! Xogpaţii vectoriale, dimt = n, 


dim! = m. Fixînd o în Y şi o în 7 aonorfisa 


Lor) a (D 


Demonstrație, Dacă E > peppienseist 7 = (Euseeesta] sînt 
bazele fixate în V, respectiv V?, definita aplicația 


VA a 


"stfel: f ă 
Pentza orice A Er), Cu) == (opDa spc 
isisn 


este matricea asociată aplicației liniare A în perechea fixată de baze. 
Aplicația '(P astfel definită este bijectiră, Într-adevăr, dacă pentru 
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ae LO) ge = PU) = POR) =B pp „atunei coloanele na- 
tricelor asooiate coinoiă, deci hey = Be, , 1si<n. 


Din propoziția 4 $ 1 rezultă atunci că A = B. Surjectivita- 


vaa rezultă imediat: dacă PA (asa < sn este o matrice ou oocetioi- 
Is isn 
emţi în E aplicația A i Y —=V" definită prin de, = dl, £, stea 


(coordonatele vectorilor Ae; sînt pe coloanele matricei X ) aste avi- 
dent liniară, iar din modul în care a fost definită, (P(A) = Ps 


LA 
Aplicația P este aditivă. Intr-adevăr, pentru orice 


AB eLOr,') aacă pie ea i Ac Au Cs ș ţu = fe) 
1 <a 


iar (os se sa” PRD Ama pentru orice 16isn avem: 
Ea 


ct, = (A+B)e, = de, + Be, = ae, + bi, 1 = (als vie; 
Deci, 


(3) 9si = aş + by Y 1<ăsm, lsisna 


cu alte owinte, CP(4+B) = Tu at 


A mai rămas să verificăn omogenitatea lui (f . Pio deci 
ACE gi AE(V,T') oa matricea asociată (og egea ! = PU). 


Dacă (a; 10 egean = P(AA), atunoi pentru orice 1s1sn avem: 


ads, = CA Meg = Mae) = A (alt) = Aare; 
Daci, 


(a) Apa = Aaa “2 <a, 1Si<n 


atoă CP (AA) = A (A). 
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Corolar 6, "Dacă Dacă din V = n, „> n din 


din Cit) = num, 


Obaervaţin. Daot fa = (a 53 <m. 95te matricea ano- 


sia ,* 


V!_ = n, atunci 


— 


E oiată aplioaţiai lintaro 4 i y ——Y' în pereohea de bază E = feo oese] 
Yira D ACER A | în 7', atunci pentru orice xev, x =ie, 
* aven: ş 
| (5 az = ACFes) = Ficne,) e picalee) cai, be, 
| Pe de altă parte, în baza 7 avea: 
y 
; (6) Ax e 7e; 
ho i 3 
| 91 din unicitatea ovordonatelor vecuorului Ax în baza P rezultă 
| Să (7) pin ai , 1câsa 
+ relaţie care natrionhl se poațe sorie sub forma: a 
Ș Ta Azi 
DE A RE 
An n 


ou alte cuvinte, PR A vectorului Ax în baza P sînt legate de 000r- 
donatele vectorului x în baza E prin relaţia matrioeală (8) în care in- 
tervine tai matricea aplicației liniare A în perechea fixaţă de baze. 

j Matrioele vor juca în stadiul aplicaţiilor liniare pe spaţii 

Î finit dimensionale un rol aseninător celui al ooordonatelor unui veotor 
într-a bază fixată. In $ 4 vam indica modul în care se tranaforaă natri- 


] 
dea asooiată unei aplicații Jintare în momentul în oare se sohimbă baze- 
| în în cele două apaţii, 
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din! = m tar At Y —Y' o aplicație lintară. Dacă E = (ejsc-:0 aj 
aste o bază fizată în. Y, P = (fjs+--f | o bază firată în Y?, far 
op matricea aplicaţiei Lintare A în perechea de baze E.P, atunoi 


Tag A = Fag pp 


Demonstrație. Am notat cu rang JE; p rangul matricei aso- 
oiate aplicației Iintare A în pereohea de baze E,P, rang pe care-l 
putea considera (aşa cum von vedea în capitolul VI) ca fiind nwstrul 
maxia de colome (Iinti) Tinta independente (primite ca veotori în 
1, reapeotir Ei). în $ 1 am arătat că în A = Sp(Mejy--:via,,), deoi 


i 4-4 tă ș mm (tpar) = Ai 


întrucât ohiar ooazănatste vectorilor he, +.-phe, în baza 7 se găseso 
pe coordonatele matriooi Me 


$ 2. ANeeba aplicațiilor Ltntare ale nui spata 
veotonta) 
Pie Y un E-spaţia vectorial (E corp șomatatiy) tar 


Zen = (a a T-oTla apatoatio Lintară | 


coptora celor stabilite în $ 2, 0C(T) axe o struotari de K-apaţia vee- 
torta] (oare se nat notează Endy(Y)). Toa axătă în continuare că Cr) 
are o structară mai bogată, de K-algebră. 

+ Ja deftate melimniaă de E-adaibaă îm oap.I $ 2- Ohearmăi că 
dară inelul M este o K-algabză de morfioa struotural (+ K-——M, atanoi | 
p= W avea o structură de spații vectorial cu produsul cu scalari defi- i 
nit prins &a = (a dex pentru orice £ E E, zeu. In plus, pentru 
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orice  AcK, 1,7 e N dovarsce PCA) = ze PU) avea: 9 


(au) = PU) sta) a (PAD DI n (ae (ay 


- 


„Şi deo - 
At) = (ADI = (Ay) 


(am notat cu "." înmulțirea internă în N) 

“ Reciproc, dacă W este K-spaţiu veotorial şi totodată inel, 
astfel încît pentru orice A CE, x,y EN să fie patisfăcută relația 
de mai sus, Monte o K-algabră, avînd morfieaul struotural (Pi E ——u, 

$(£) = Ie Putem da deo o nouă definiție noţiunii de K-algebră: 

Definitie. O mulțime N 4 Ș înzestrată ou o structură de 
„E-spaţiu vootorial (E comutativ) gi cu o struiotură de inel asttel în- 
aîţ între osle două atruoturi să existe relația de compatibilitate: 


A (ze7) = (ADI a ze(A7) 


pentru orice A ET, x,y se numeşte algebră | 


B olar că mulțimea dn a matrioelor pătratios de tip 
" nxm ou coeficienți în corpul oomutativ E, este o K-algebră. Be propu- 
nem în continuare să ariititm că gi CECT) e o K-algebră. 


i „Tie AB E SECT); produsul: lor se defineşte prin: 
/ 
Bi Ț—-Y, UB) AB) , e ret 


Deci, produsul s de fapt compunerea celor două aplicaţii, Să verifioăn 
0ă 45 e tot o aplicaţie liniară, Intr-adevăr, pentru orice x,yeT, 
> peEK area: tă : 


(Bta + p 3) = MBL 47) = ME (83) + An) = 
= & [acez)] + p[acen)] =cftasd=] + pus] 


171 


Produsul asttel detinit eate evident asociativ şi diatributiv faţă de 
adunare, deci Xm “este şi un inel, Elementul unitate a1 acestui 
inel este aplicaţia identică 


IV”, Tă,(x) = % Ş zeY 
In plus, pentru ortoe A ct, ABE (T), avem 


[a-cas) ]z =alcasx ] =a[acaz) ]= [ca 48 ]z 

"0 vag alge 0 ac Ioa IL 
= (ACB) a 
pentru orice xeY, deci 


A(AB) = (AAB = A(AB) 


gi E(T) este o K-algebră, Aosastă algebră nu e comutativă, produsul 
aplicaţiilor liniare nsfiină în general conutativ, 

Următoarea propoziție caracterizează suseiteiie inversabile 
ale K-algebrei cZ(Y). Preoizăn că o aplicaţie liniară ACZ(T) cate 
inversabilă dacă şi numai dacă exiată o aplicație lintară BEL(Y) 
astfel ca ' ' 

AB = BA e» 1 


B se numeşte inversa aplicației lintare A şi se notează AL, ea fiind 
unte dntezninată . 


inversa 4 numai A. . 


Demonatraţie. Dacă ACAZ(T) este invarsabilă, stunoi din 
teoria mulțimilor se ştie că e bijeotivă. - 
Rooiproa, fie AC SE(T) bijeotivă iar AL : 1——Y aplicația 
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"inversă, definită aşa cun se ştie din teoria mulţinilor: T yet, 


Ap = X, xEY unio cu proprietatea că Ax = 3, A răpas să nai arătăn 
că ATI este o aplicație Lintară. Fie deci „Act, pet 


A - . 
gi AI = Xp (OU Ax) = 77)v Aa = za (ou Axa = Y2). Atunci, cun 
A e liniară, deci Ax, + Pro) = (Ax) + fb) = LI + Ar2 
rezultă: 
af în a 
ALA + po) = Lp + fa = (AT) + Ala ) 


Corolar 9. Dacă Y este un E-apaţiu vsetortal finit dimen- 
sional (dim; Y = n), far AC-C(Y) atunot atat echivalente: 


1) A este injectiră 
2) A este surjeotiră 
3) A aste dnversabilă , 
4) Pentru onice bază ( 6Js++:,0, ja lui Y, stetemul 
[Aejs«sesăe, | este tot o bază a lui Y, 
Leaonstraţte. 1) 52) <—x3) rezultă SU Vali d, Sa. 
2)>58). Om V = Tm A tar (Aojyeo+sd0, ] constitue, așa 
“cun tim, un sistem de generatori pentru In A, rezultă că 
Y = Sp (Aejs++svâe, ). Dar, întrucât dia, Y =, sistemul Î Ay +--p40,] 
ete bază. 
n 
* 8) 0), Pentru orice z€eT, r= Pa AA în bata 


Sie stu cu proprietatea că Ax = 0 avem: 
n n 
AQ = dfataep) = o 


Bi cum sintemul | Aes--:sie, je bază, rezultă Ș, =0, 1<i<n,. 


deoi x = 0 gi A e injectivă. 
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Von demonstra în continuare că, dacă Y ente K-ejajii 
rial finit dimensional, atunoi K-algebra Edda) esta lzonur! 
o K-algsbră de matrice pătratoe, 
Pie deot din V = n iar B= | epseeeta ] o bază fizuti înt 
Dacă A€ X(Y), atunoi pentru orice Lin, Ae,SY gi în baza 
(eyes ge va scrie sub format 


E: 
(2 de, = L] Isi 
) . PRR "Sa en 


aset (1 £3,4sn) fiind unio determinaţi, reprezentind coordonatele veo- 


torilor 4ejpse.pA0, în baza | 0j;::-28, |» Relaţiile (1) se scriu folo= - 
sină convenția de sumare: 


(2) sep sad. . 1ci<a 


In acest mod aplicaţiei liniare AC/(Y) în baza fixată E din Y i se 
asociază în nod unio o matrice pătratică 


a = (asa ss,ten€ E, Au) 


nasită matricea aplicaţiei liniare A în baza B = fese] .. Asoois- 
rea 4 € (n) ÎL (E) este un cas particular ai celui desoris 
în $2 (anume, pentru Y = Y! gi 7 = 8), Pacem observația că de obicei 
dacă nu se menţionează contrariul, pentru aplicaţii liniare A 1 T——7 
se connideră aceeaşi bază atît în domeniulda dofiniție cît şi în cel 
de valori, ; is, 

Definiţie, Pio X şi I două K-algebre, O aplioaţie Pi I-—Y 
ae numeşte izomorfian de E-algebre dacă satisface condiţiile: 

D ze) = Po) + Pin + xy ex 

2) P(am= Af(). Ş AER, er 
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3)  OPim= (a) Po) T x,yer 
3) Peste bijeotivă, 


Teorema 10, Fie Y un E-spaţiu vectorial ou dim, Y = n, 
Pirînă o bară în T, stabilim un isomorfisa de K-algebre 
XD = bal 
Demonstraţie, Conform teoremei 5 avon deja un izonorfisa 
de spații veotoriale P: Z (7) — A) ce asooiază oricărei apli-— 
oaţii liniare A SA/(Y) într-o bază E = (ere++50, | matricea sa 
= (au)a ct en în bata E, ai cărei coetioieați sint daţi de rela- 


iile (2) de mat sus. Rămtne să mai arătăm că, pentru orice două aplioa- 
ŞIL 1intare A,BEJZ(Y), avem: mi 


PB) = PU) Po) 


ou ate cuvinte că matricea asociată produsului AB este chiar produsul 
matrioelor asootate oslor două aplicaţii liniare, Intr-adevăr, dacă 
PUD) » Casa cguiem PO) (ya cs,sene lar PUB = 
„= Coada c snt sm » atunci avea pentru orice 1< 1 <a: 


(3) edgepe CAB)eg = ae) = ao, e) = 
= Di, (aa) = bt ad eş 


şi din unioitatea coordonatelor unui veotor într-o bază, rezultă (uti- 
lizînă comutativitatea corpului K) 


(a) si, = si, La i Y 1si,jsa 


şi demonstraţia e închetată. 
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Corolar 11, Dacă dim, Y = n, Yen, At aci dim. X(y) = ae, 
Prepezi ţia 12, Pie Y un K-sp't: vectorial, din, Y = p 


+ 
şi A LY—=Y o aplicație liniară: Dacă £ : [ejs--s0, | e e bată înY 
jar PL este matricea aplicației liniare 1 în baza E, atunci? 


1) A este tnwversabilă «d, e:te nesingulară 
(rang fa >). - 

2) Matricea aplicaţiei liniare inverse Al este inversa 
natrtoei E. 


Desonatraţie. Rezultă imediat din prepoziţia ? $ 2, cerola- 
rul 9 şi teorema 19. i 


| _Dbeervaţie, Se notează cu ; 
GL(T) =țA e P —— Y/A aplicaţie lintară inverasbilă | + se voritiă 
imodiat că GL(Y) ou compunerea aplicaţiilnr formează un grup (necomu- 
tativ) numit grupul liniar al spațiului vectorial 7. Dacă din, Y = n 
în baza celor demonstrate mal sua rezultă că acest grup e izonort cu 
prupul matricelor nesingulare de tip nxn cu coefioienţii în corpul K, 
srap notat G(n,E) (sau GL,(£)) şi numit grupul genoral lintar de ordin 
E) al corpului E. ij - 
Aplicaţie, Să se arate că aplicația lintară 4 i B2——82 
care în baza canonică a spaţiului 2, 8 = [079203 ! ard matricea: 


E E! 
R=|.o. o] 
2 ur NE 


= inversabilă şi să i se construiască irve'sa, Avea: 19 = eye3s 
= 20, + dep = 203, A. = EA + 2e3 și dsci pentru orice xer?, 


= = (Fe Fa» 20) = Fo +20 + Se avent 


n = Fa(e) + Pta + Fa(4e3) = Fa oure3) 4 pla e 
Ne, = 25 + Flu, + 203) = (Fu + 2Fae see e 
MEzez € (op = 32 e 2Fadex = (Fe2Far3 ius 200 | 
Va 3 Va + 239 Su 


pi Ax 5 (Vo Poe Zi ntinnnit 


Qa = 020037 
Ve = fe ă 
Tr 4 d da 2 Ta Ra 
 meiaţia ca. szicena. ae neutiai 


[Va za 5 
?a E 4 a 
13) E zi 


98 cum am văzat de altfel în obserenția dn Ia afinnitul Î-. De vam, 
„ mentru veatorul particular x, = (1,1,-1) = a, + e, = ax, arcu: a 
Arp = Ana + A0p - A03 = Bop = Ba3 = (O 7 i -, 


Deoarece rang 4 = 3, aplicaţia liniară A esta invsrnnităp 
kar mntricea oi în baza B ve fi: 


A 100 alti Se 0 CORE | 
3 e aa A 7: ATA 3 că 
: Did A NR & 
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Deci, pentră orice 7EF”, 9 = (as Dao 773) = ae) + Tae 


= 3-8 Ta 73001 + 4 Pa 2 + 47 + de 72 + 4 7303 
= (8171 = 82 - 670 Fa da + dota +07). 


Ursărin în continuare să construia un morfism de K-algebre 
care va fi utilizat în capitolul X, cînd ven pune în evidenţă forma 
canonică a matricei unui operator liniar pe un spațiu complex, 

Să facea pentru început otteva precizări: 

Definiţie, Un subspaţiu L al unei K-algsbre M esţe o subalae- 
bră dacă pentru orice x,yEL aven x.yeL,. Subspaţiul LU ste un sasa - 
stîng (drept) a1 lui WU dacă pentru orice acu, xeL, avon are (xael) 
Spunea că Î este ideal bilateral al K-algebroi M dacă este atit ideal 
stîng cît şi ideal drept, 


Exemple. 1) Dacă M şi N sînt K-algebre, iar £ i W——N 


este un morfism de K-algebre, atunci Ker £ = xeu | 2) = Ox] este 
un ideal bilateral al E-algebrei Wu. 


2) Mulțimea K[X] a polinoamelor cu coeficienţi în corpul K 


într-o nedeterninaţie X formează o E-algebră conutativă, Fie Boeslă) 
un Lacie nenul. Atunoi 


Pg K[z) = (Pot |a eri) 
este un ideal al K-algebrei K[X) notat (p,) de obicei, 
Ne propunea în continuare să arătăm că orice ideal ai lui 
K(X] este de această formă, cu alte owwinte că algebra [1] este ou y 
ideale principale (generate de un element), 


Propoziția 13. Pentru orice ideal I 4 0 ai lui K[X) extată 
un polinon 4€K[X] astfel încît I.= (q4). 
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Demonatraţie. Alegen în idealul I un polinoa p, nenul, de 
grad ninin. 

Pia qel arbitrar, Aplioind teorema împărțirii cu rest a po- 
linoamelor, există pei[I] şi reK(X) ou Osdeg r < det a, astfel 
înott 

1=app+r 

Cum q şi apel, rezultă că rel şi are gradul strict mai mio ca LA 
Rezultă că neapărat r = 0, deci q= q,p+ Observăm că polinomul q, oare 
genersază idealul I este unio determinat pînă la înmulţirea cu un factor 
scalar, Intr-adevăr, dacă ar mai exista un polinom qy cu aceeaşi proprie- 
tate cu q» ar rezultat 


fa = deh 
4 = aha 
şi deci q, şi qy ar avea același grad, tar h, şi her. 
Propoziția 14, Pio Ape Aa K[X) polinoame nenule prime 
între ele. Există atunci Pas sesp eri] anttal înctt j 
Piu to... Pata e i 
 Demonatraţăe, Pie I = Îner(x)/a = Pate <0%Pada » 
pass PaXÎX]ȚI este mm ideal ai lui K(X](generat de poliheamele 
Qass+*s44) conform propoziției 13 există un polinon q,eK[X) 


(5) dp = PI te:++ Pda 
ou pissssP4, E K[X] care să genereze acest ideal. In particular, cun 


Qprosesg€El, avea q, = Qghgve++sa = Aha Cu hysesrha E EX] . Re- 
multă atunci că q, este an divizor comun al polinoamelor q.s:::+a+ 
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Acestea fiin! -in ipoteză prime între ele, der q, =0 şi dp = apeEf 


ap 4 0 (altfel 1 = 0), Inmulţină rolaţia (5) cu d- se obține relaţ, 
o 


din enunţ cu Pâ = + Po 1sisn. 


Pie acun Y un K-spaţiu vectorial n-diaonsional iar (7) 
K-algebra operatorilor liniari pe 7. Pontru orice AC(Y) fizat defi- 
nin aplicaţia 49, : E[I]-=(1) care asociază fiocărui polinon 


Ra 
p = 2 . Xe r[r) operatorul liniar GY,(p) 29" p(4) = ha .. A, 
(0, este mortism dn K-algebra, Intr-adevăr, dacă p,qeK(I] , 
E.) 
p Zet, q = PE i (nu neapărat p ş? : a' acelaşi grad; alegem 
n = max (dee p, des 2), avon: 
ş E mn 
q= E. +) k = b d 
p+a Ra) Ie pa da day r 
deci 
a N e x i k | 
= » = “ 
(PODU) = Papa 33 A edu = PU) + at) 


A 9 A d = e 3 pi 
st bax? - L:] = 
(pD(4) E 2 ( ) ( ) iz 
iar pentru A€cK 


i] 
x x 
= A = = A 
(Ap)A d aA 2eg Ap(4) 


Pacen observaţia că (9, nu este morfisn surjectiv deoarece G,(p) şi 
(5,(a) pentru orice p,q € K(X] sînt operatori liniari pernutabili, în 
timp ce algebra 7 (Y) nu este comutativă în general (cu excepţia ca- 
zalui V = E), In plus, Ker (7, fiind un idee! al lui K[I], rezultă 
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că există un polinom Apetlr] de grad minin, unio definit pînă la o 
"constantă astfel încît er (3, = (44). Orice pe Ker 07, are proprieta- 
tea că (,(p) = p(4) = 0 şi se numeşte polinom analator pentru ops- 
ratozul liniar A+ qp ce va mumă polinosul anulater vininal a operat - 
rului lintar A. F 
| Propoziția 15, Dacă Y este un K-apaţiu veotorial n-dinensio- 
nal, pentru orice operator liniar ACĂ(Y) există un polinoa anulator 
de grad m, : 

Demonstraţie, Confera coxolarului 11, dim, L(T) = a€. 
Deoi, dacă ATAT) sarecare, în-girul de operatori liniari 


19 n DR A eso pligaicca 


primii n241 termeni sînt lintar dependenţi, deoi există Ady... 

-. A pEE mu toţi nult astfel înatt Bau 0. Pio m cel mai ma- 
i] 

re număr natural astfel oa mn? și, 4 0. Inmulţind relația anterioară 


cu A A şi notind cu a, = a A obținen: 


a + apoi etapă + a Id =0 


. asa 

isttal că polinomul p du (ap = 1), este polinon anulater pentru 
i] 

operatorul liniar A. 


$ 4. Transformarea matricei unei aplicații 
liniare la schimbarea bazelor 
Tie K un corp comutativ, 7 şi Y! K-spaţii veotoriale 
(dimpY = n i dimt! = m) iar A: V—=Y' o aplicaţie liniară, Dacă 
S = jejrsees0a) şi 7 = (esenta ] sînt baze fixate în T, respectiv Y! 


iar aa = (a Eh pem(£) e matricea aplicaţiei lintare A în 


pă 
d 3 
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perechea de baze F,P, atunoi aven: 
1 x 
(1) dej = a,j ES N 1sisn 


Li Li Li Li 
Fie acun E! = (ezs+--.s, | şi 7 = [es ecsta jo nouă pereche de baze 
fixate în V, respectiv Y! jar dup = (Ga e PR AU) na- 
1 sin 
tricea asociată aplicaţiei liniare A în noua peesnă de bare. Deci 
(2) de = dă s, Y. 1<ien 
Vom pune în evidenţă în continuare relația existentă între 
cele dovă matrice: E, AR și E 49 Pie în acest aocop L = CAD acgp ten 
[= Lp) matricea schimbării bazei în Y pusă deci în evidenţă prin 


relaţiile: 


(3) = A . Y 1sisn j 


Analog, fie W = (Ass € dpi sa Ea matricea schimbării bazei în Yi, 
decis 


(02) te A Y I<idsa 
Din relaţiile (1) - (4) obţinen pe de o parte: 
d 
(5) aey = AA ge) sad, ep) sad as, 
iar pe de altă parte 


d nt 
(6) aie Pale io ie d 


Vin (5) şi46) rezultă, egalînă coordonatele v-ctorului 4; (ien) 


în baza PF și folosină comutativitatea corpului K: 


k 
(7) Pop sata, - Y 1&isn, 1sk<n 
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sau, fozoaină simbolul suză: 


a SA n 
(e) dh îps-e PE Ti | 
e: z, 


. 


Relaţiile (7) (respectiv B) se-pot sorie sub forma echivalentă, matri- 
cenlă: 


(5) ut 


W fiind o matrice de schimbare a bazei în spaţiul vectorial Y*, este 
nesingulară, deoi există Nec „(E) inversa ei, Din relaţia (9) ob- 
ținem prin înmulţire la stînga cu pi 


(19) La sibiu. 


In particular, dacă V = v* sar Aer) atunci se'lucrează 
cu acnenși bază atît în domeniul de definiţie cît şi în cel de valori, 
aşa cun an văzut şi în $3. £= egveemea | fiind acum o bară fixată 
în Y iar %, = (ai spin matricea asociată aplicaţiei liniare A 


în baza E, aven: 


(21) 48; = ., e, Y, 1s3s<n 


Dacă E = i RR ji e o altă bază fixată în Y iar EA = (301 s sin 


matricea asociată lui A în baza E', atunoit 


E 72) 10, = şi e Y 1sisn 


„ 
Dacă L = CA da « j,4 sn 2 Patricea schimbării bazei în V (dată de rela- 
iile (3)) atunoi obţinen relaţia matriceală analoagă relației (10) de 


nai sus 


a2 fi srl A 


| : dl, 
Î 
a £ 4 
Îl Me e? n i Ma TIE PP 5 Pe DI [FV 1 
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Reluţiile (10) (respectiv (13)) reprezintă formulele de transfornure 
a aatricei unei aplicaţii liniare A : V——V' (respectiv A: —-V) 


18 schinbarea bazelor, 


Observaţie. Orice schimbare de bază a unui spațiu vectorial 
este în tonă o aplicaţie liniară. Intr-adevăr, ori de cîte ori într-un 
spațiu vectorial Y se trece de la o bază E = = fese? | la o altă ba= 
ză E = epoca] putem considera că aven de a face cu aplicația 
liniară Id ; Y ——Y în perechea de bază E! (în domeniul de definiţie) 
și E (în domeniul de valori). Mat procie, avea: 


/ 
(au) Tây ep = ej = ad, e; F 1sisn 


deci matricea acestei aplicaţii liniare în perechea de baze E',E este 
chiar matricea de trecere de la baza E la baza B', Iegătura dintre coor- 
donatele vectorului x= F ie şi ale vectorului Ir =z=F Je, 


e dată atunci prin relaţiile: 
(15) și = ap"! 1sjen 


care reprezintă de fapt exact formulele (8') din cap.II, $8 de transfor- 


mare a coordonatelor unui vector la schimbarea bazei, 


Definitie. Spunea că două matrice A,B Ec/,(K) sînt similare 
dacă existi o matrice Le A) nesingulară astfel ca: 


(16) Bari (sau 4 1 = 1.8) 


Propoziția 16. Fie L£, Bet 0), E corp conutativ. Sînt 
echivalente: 


1)_ și 7 sînt sinilare 

2) Există o aplicaţie liniară T : Y —— Y, Y-K spaţiu vecto- 3 
ria] n-dimensional şi două bare E şi gi în Y astfel ca Lia a 
= O 


- 
Hi 


j 
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Diincătrati 2) —» 1) vezultă din cele demonstrate mal sua. 
1) =» 2), Presupunen că = (041 sg a.) (0490144, den 


oma X şi A sînt prin ipoteză similare există L = (Asa sjsa 
DUS) nesingulară astfel ca Lu = LA. Tie ao E = [o seueneaje 


bază fixată în spațiul vectorial n-dimenstonal V = E iar Pi Y ——Y 
unica aplicaţie liniară care în baze E are matricea Ea 0 Deci, 


(27) . = ., e. N 1<3sn 
Dacă P e aplicaţia liniară Y ——V oare în baza E are matricea [, deci 
(ae) ze, Ad, fu: N isisa 


atunoi F este un izomorfinn de spații veotoriale, Rezultă că 

Bi! = Pe. sososte, ) este o bază în V, Bă notăm vectorii acestei baze” 
e ]sisan. (e, = Pe4). Ne propunea să arătăm că natricea aplicaţiei 7 
în baza » este chiar 2 „ Pie în acest scop ie E 


ps (Asu sisa 
deci, 7 


09 e = pisoi ela papă calin 3 ete 
Pe de altă parte, 
, pag iu 
(20) Te, = Tre) = TA 493) A 1e; = A sa.j e, 


Ş: I1<isn 


Din anicitatea scrierii vectorilor Toy în baza E rezultă 


(2) A5, pâg = as Ads V 1<ik<n 


(an utilizat comutatiritatea corpului E), 
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Deci, Lp sd sau paie 


Exezplu. Aplicația liniară A pe are în baza canon 
că E= (ev9as3] matricea . 


Care va fi matricea sa în ba 3 = 4 eârezse3] ep = (140,0), ete = 
o3 = (151,1)? IA tate 


cimitire Îi ca of Viet Ra a im a 
dar 0j = €y s eg = 9% Mat dp 9 le ape pi All eat» aie 
e = epr= e1, ex e ep = 9g. Rezultă relaţiile: 
sep = Ay e ep + 3 = ee. 
PR ge dpi ic 
Aely = Aey + dez + dep = Ze, + 20, + 202 + 20 = 23 


Matricea aplicaţiei liniare A în baza E! va fi deci. 


| 120 ! 
Aus labs: 
pa ete dog 


Puteam obține matricea A lucrând matriceal, Kai precis, din rela 
țiile dintre cele două baze” aveni 


Va Netea I barit PE AI a) 
e o 11 „Dle 05 Lei 
ă : oo. i o oa 


Atunoi, L-A Li a, 
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CAPIIOIUL IV 
Borne liniare 


In acest capitol von studia formele liniare pe un spațiu 
vectorial V. Yom arăta că mulţimea tuturor formelor liniare pe Y poa- 
te fi înzestrată cu o struotură de spațiu vectorial, spaţiu ce va fi 
munit apațiul dual şi notat Y* , Yom arăta că dualul dualului spaţiu- 
lui vectorial V, numiă bidualul lui Y şi notat = ; este canonic izo- 


morf cu YV. 


$ 1. Zorme liniare; spațiul dua1 


Definiţie, Pie E un corp comutativ iar Y un E-spaţiu veo- 
toriul, Be numeşte forsă liniară (sau funoţională liniară) pe Y o apli- 
caţie £f : Y ——E ce Batiaface condițiile: 


1) £(axey) = £(x) + 20) + xyer 


2) f(x) = < £(x) ş det, xet 


Condiţiile 1) şi 2) sînt echivalente cu: 


5) tic + pg) =) + ALU), Piper, zyer 


Observaţie. In cazul în care spațiul vectorial Y este finit 
dimensional, se folosește termenul de formă liniară, iar dacă e infinit 
dimensional, de funoţională liniară. 

Exemple, 1) Aplicația £ + R2——B, ce asociază oricărui 
vector x = (ŞI, ş2, ş2) e 8 scalarul f(x) ȘI + 272 + 3F2 este 
o formă liniară. Introadevăr pentro orice) PER x= (șI,ţă, ș>), 
y = dp, gz, de aven: 


kE 
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2(a x+ 47) = [73 îi +02) + 2(< ș 2 472) ie. 33 + 492) = 
= a (Pm2yîn3ș2) e pp 1427243723) = at (0) + At) 


2). Aplicația <P a 09% [a,b]/R) ——R ce asociază oricărei 
funcţii continua £ 1 [a,b] —-R scalarul 


b 
E Te3) Si tax 


e o funoţională lintară. Intr-adevăr, pentra erice £, fe, 
?,5 i [a,b]——R continue, avem 


L] b 
(Le +48) i! (o £ + pa) (x)ăx «| t(x)âx + 
LN E si 3 


b 
Dj e(z)âx = a $ (9) + Adio). 


Obsezvaţie. Orice formă liniară poate fi privită ca o aplica- 


ție liniară de la K-spaţiul vectorial Y la K-spaţiul vectorial unidimen- ; 


sional K. Rezultă că mulţimea tuturor formelor liniare, notată Vă, poa= 
te fi înceatrată cu o struotură de K-spaţiu vectorial, așa cun an văzut 
în capitolul III, De fapt, TE = Z(Y,E) = (2 e V-a |£ tormă liniară, | 


Definiţia adunării şi înnulţirii cu scalari a formelor linia- 
re vor fi respectiv: 
a) (7) fe et avem £+ g:Y —E prin 


(f+e) (x) = £(x) + ala) “+ xer. 
b) (E), fevicer avem: LE Y—=E prin: 


(«€ £)(x) = < (ax) + xer 
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Se verifică imediat (ca pentru aplicaţii liniare) că f+g şi «f sînt 
d forme diniare. 

Definiție, Epațiul vectorial T*, cu operaţiile algebrice 
mai sus definite se numeşte spațiul dual al spaţiului vectorial Y. 


Teorema 1, Pie Y un K-spaţiu vectorial de dimensiune n 
jar E = jejs:+++e, o bază oarecare în Y, d = (Cassa Cp)el, 


exiată o unică formă liniară £ + Y—=X astfel ca f(e,) =, pentru 
price 1<isn, _ 


Demonstraţie, Pie xeY arbitrar; exiotă Şs+.-, FE unic 
determinaţi astfel ci x = Fete Fa e 
Definin atunoti £ : 7 —E prin 


f(x) = Ş Catei na 


Stabilin întâi că £ oaste Cozma liniară, Pie deo x,y€Y, 


z = fe Je te și AA EEE. avem 
. n 
(Ax +47) L] Ia (A LA + pu 74) Lai = E a * 
n 
. puso = At(z) +A tt). 
In plus, t(e,) = P(Oeye e n tepe .+08,) = 1 Lg = 4 pentru orice 1, 


1sisen, A mai rămas de denonstrat că forma liniară defininită mai sus 
e unică cu proprietatea că (e) =, I<isn. Presupunen prin absurd 


„Că ar mai exista o formă liniară gt V——Kcu g(e,) = Ce dci. 
n 


Atanci, pentru orice reY, z de avent 


d = 189 
. L] I:] „n 
ea) = să fe - DaTastop « zh = 20) 


pi deci g=f. 


Corolar 2. Dacă Y e ui epația veaterial e dimenatonal, dez. 
De degronta] e DATĂ A stu & tunei sine alte În 3eâaa mie 
unică formă liniară o*i „Y —=E cu proprietatea că 

1 dacă i = 4 
a dă 
' O dacă i4j 


Corolarul rezultă imediat din teorena 1 luînd răi fiecare i, 
16 in scalarii Lys 0taă ji dgal, : i 


a, pa ae ati ii i sl. 


Pornind de 1a o bată E = (0ype-+s0,f & apatiului vaotoriaa: ? 
von construi e basă 18 apâțial desi, ee în îă iat dada basat 3. 
In acest scop, dăn următoarea: 


Meoxena 3. Fie E e 4epv++:10p fo bată 4 spațiului vectorial E, 
Biotonul de forne liniare SE = (e%l,...,e%% |, into determinate de 
oonăițitte eiito,) a d şe 1Sinden formeasă e besă e mațialet vea 
torial VE, Această bază se numegte duala bazei E, 


Denonatraţie, Să atsbilin întîi liniar independenţa sistenu- 
lui %*, Pie deci Ajsseese Apel cu Apofli, A etl-o ș deci 


(Age ee mt de") (2) = 0 pentru orice zEY. In particular, dacă 
x = €ş, Lica, obținea: 


(Ag. E sa geăie. Ci + Ap9%%) (e) = A jeRlce,)+. . să pole, ae 


+ A poib(e,) a Ai = a 


şi Bistenul e liniar independent, 


> DE ș “ A 
ET) [i ri 


4 190 < 
Di ; ă p: a PRAC . 
«N i | şi 
i Acum, dacă £ e T%, pentru orice Di mitică aven 


a) Poate sm, notină cu sf = £(eg), 144 „obținea 


j e) = pas A = + Pe an altă parte, forma liniară «gi Co an 208 
fire Propriatatea că pentru fiecare 1<iza Cat pofida n cet pe) (e,) Li 
"îX ai = 2(e), Atunoi, confor teen 1, £= <ji nete şi 


Li 


Ii este sinten de peneratori pentuu pi, 


E , Obaerv aia. ra enma 3 mamă 8 nd tag 7 + n 
 mtunoi pi dim, 7? = n, deci Vară, : E 

| 2), Din desonatrația teoremei 3 xezultă că pentru orice formă 
 Btniară £, caerdopatele sale în Vaza duală 7% a bacei E sint aettep, 


1 N An sn, 
Im continuare, sobimbînă Dei spațiului testariad să, von stu= 


„ae transfornarea bazei dunle şi a “ooordonatelor unei forme liniare în 
„Foo RI PT pe pete 
e fe eee) gi m% e etil, cae] basele duale corespunză- 
l toare. Dacă în i veotorial Y matricea Bohiabării. bazei este 4 
a 


"în Y%* muthicena da trecere de la baza SE la pif 
Demonstrațin, iven relațiile de schimbare a bazei în Vi 


4 aj m em e e lia 


AR dare matricei n-ar borie sub format 
| / ei fo, 


131 


sau gub forna echivalentă obţinută prin transpunere: 


(3) (ej ...e4) = (ejssse) 4 


A. Coada < isa fiind matricea de trecere de la baza E la baza E', 


Să presupunea acu că în spațiul dual trecerea de la duala bazei E la 
duala bazei E' s-ar face prin relaţiile: 


(03) olsi = x, at „acssna 


relații ce matricea] s-ar sorie sub forma: 


el el 
(5) ă F: 
” . =B . 

PE] gin 


( în relațiile 4 indicele de supare fiind cel de coloană) unde 
t 
B = (bas issa: BY este atunci matricea de trecere de la baza EX 


la E'%. Folosind acum faptul că S% e duala bazei E iar să, doala 


bazei F', aven: 
(6) “te = st ek, ten 


(7 etice") = Si 1 £ ssd 


Din relaţiile (1), (4), (6), (7) obţinem pentru orice 1<1,jent 
34 = ertătop) = Gia?) (ep) = dl, e*fcep) = dl, emca, e) 
[i 
7 


= vi, a, exe) = pă a 5 


x 
pi “ = dl a, 


relații ce strbilesc faptul că BA = I (I fiinc matricea unitate în (E). 
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A gi B fiind matrice de schimbare a bazei, sînt nesingulare, deci 
B = A” iar matricea de trecere de la duala bazei E la duala bazei E' 


în spațiul V* este Bt = (At = (at), 


Teorema 5, Pie Y un spaţiu vectorial n-dimenstonal iar T* doa- 
lul său, Dacă în Y are 100 o schimbare de bază, atunci coordonatele 
unei forme liniare £ € Y* se transformă după aceeaşi lege ca şi bara 

în Y (oînă în VE se trece de da o bază duală la cealaltă). 


Demonstraţie. Pie E = fenomen] şi E! =fejece.vei] două 
baze în Y iar A matricea de trecere de la baza E la baza E!. Relaţiile 
dintre baze sînt: 

(8) =, .. 3 Isisa 


ele putîndu-se sorie matricea] sub forma 


(9) și 


j n 
i = at y 
| “n 
sau sub forma; - 
(16) (ej...84) = (ogesse) A 


Die fer; £ sotie pisi » (da agem Bînt coordonatele lui 


"£ în baza duală bazei E și sînt date prin: 
(12), Lg = t(e;) 1<i<na 


sar (fucigm int coordonatele lui £ în baza duală bazei E! şi 


sînt date prin: 
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(22) A = £te]) 1£i£n 


Atunci aven: 


(3) pg ej) a etadze,) = ad, eco) = add, 


relaţii care matricea] se pot sorie sub forma 


(4) fi La 
ja: 
Pa “n 


sau, sub forma: 
(5 * (pac An) a (Coe fadA 


cu alte cuvinte, acelaşi gen de relaţii ca la sohimbarea bazei în Y. 


Ia concluzie, din teoremele 4 şi 5 rezultă că, la o schimbare 
a bazei în spaţiul vectorial Y bazele duală corespunzătoare se tranafor- 
mă după aceaşi lege ca şi coordonatele unui vecțor erbitran din Y (vezi 
cap.II $8) transformare ce se va numi contravariantă iar coordonatele 
unei forme lintare varecari din VĂ se tranetornli după aceeași lego ca 
şi baza în V, transformare ce se va numi covariantă, Uneori, pentra a 
indica cele două tipuri de transformări prin notații matriceale, se fo- 
loseşte scrierea pe coloane pentru transformarea contravariantă, respeo- 
tiv pe linii pentru cea covarientă, așa cun an menționat în denonstra- 
ţia teoremei 5. Dacă la transformarea covariantă, în notația matricea- 
lă menţionată, apare matricea A, la cea contravariantă intervine natri- 
cea Al, (Dacă se folonea în ambele notații matriceale scrierea pe co- 
on. trecerea de la o matrice, la cealaltă se făcea prin două opera- 
ţii. inversarea şi transpunerea, ca şi în teorema &), 
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Coordonatele vectorilor din Y, ca şi vectorii bazei duale vor avea in- 

dicii trecuţi superior, atunt cînd se va folosi convenţia lui Einstein 

de sumare, pe cînd coordonatele formelor liniare şi vectorii bazei din | 
Y vor avea indicii trecuţi inferior, Noţiunile astfel introduse de 00- | 
varianță „şi contravarisnță cît și convențiile de notare vor fi refatii- 
mite în capitolul Y, und» vor fi studiați tensorii. Mai menţionăn că 
vectorii spațiului dual, deci formele liniare, se mai numesc covectori, | 


Bromplu, Pie E = (0,0203 ] baza canonică a spaţiului tridinen- 
ional R2. Basa duală corespunzătoare ei. în apaţiul dual (83) va ei 


3 = (oil, 62, 637] unde eFi(o,) =5l , 161,463, Atunei, pentra 
orice zen) = (Far Far) = Faey + Fata + 7303 mem 


ela) = ai CF pepe Fzaze Fae3) = Pyle) + 
+ Faotltoz) + E sefltez) Fa 


și analog, eâ(x) = Fa, e%d(z) =F 3, Deci formele liniare ce fornea- 


ză duala bazei canonice sint funoţiile de proiecție, Pie acua i 
"2 82 —2 BR funoţia ce asociază oricărui veoter x = (Pa Fa» F3) 

soalarul f(x) = Y 2 Fa+3 Li £ este evident o formă liniară iar coor- 

dunatele sale în baza 2% oînt::C, = £(0j) = 1, Cp = £(ep).= 2, 

3 . (e) = 3. Bă presupunea acua că înlocuia baza canonică din 2 


„cu baza 5! a 0 . .| introdusă prin relaţiile; 


, 
e] =: 93 + sp + ez = 01,1) 
= . = ep tezte= (-2,2,2) 


. = ej-ote= (24-22) 


Matricea schimbării bazei este: 


- + i 
-. . a, pr a 
E A ae cca Die e fi crasa ie su ie 6 inec miine nad, e ceia die 
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> A e De | 
sa 1 1 — 
* 1 2 2 


inversa ei fiind 


33 o 
pa a o 2 3 
3 3 


aatfel că, noua bază duală e legată de cea inițială prin relaţiile: 


L=ă 


el 3 xl + 3 ex2 
k ein = 3 eă2 + 3 ex 
ed 2 3 il, d aid 
Coordonatele formei liniare £ vor fit 
Pi = fly) = £(ej)et(ez)-t(03)=oCae Ca=tz = O 
Pa = 1lez) = —t(e.)ef(oz)+t(e3) = 4 
Ay = £(ez) = 2lej)-t(ez)+e(ez) = 2 
Lucrând în noua bază, expresia lui £ devine f(x) = 479 +2 73, unde 


' ) i 
x = 130 + Ya + 7303 


$ 3. Bidualul unui spațiu vectorial 


In mod firesc apare întrebarea dacă orice bază a apațiului dual 
VE este duala unei baze din V. Răspunsul la această întrebare este afir- 
mativy. Pentru a clarifica această problemă, von vorbi despre dualul dua- 
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lului unui spaţiu vectorial finit dimensional Y, despre care ron arăta 


"că se poate identifica în mod canonic cu V. 


Pie deci Y un apaţiu vectorial n-dimonsional dar V* dualul pân, 
Dualul spațiului veotorial Y* notat V'% = (7 : VE_E]P fornă liniară | 


se nuseşte bidualul spațiului veotorial Y, Confora teoremei 3, 
dim, Y = dimg V* = din, Y%* = n și atunci, în baza teorezei 15, capii 


$5, vev* = 7EE, Mai mult, avem următoarea: 


Teo. A e veci! V gi vă e fe 


prin aplicaţia: 
PTT Pi mai (m) ezer* 


unde Z(£) = 2(a) pentru orice fer". 


Denonstraţie. Să arătăa întti că aplicația 2 : Vă——E definiti 
ca în enunţ e o formă liniară, Pie dcoi f,geti şi ACE oarecari. 
Ave: i 

Z(f+p) = (£e0)(x) = 2(x) + (x) = 22) + Z(s) 
(a 

) Z(At) = (At)(a) = At(a) = ATL) 

Stabilim acum că aplicația cl î V-=Y%* e o aplicaţie liniară, Pie 
X,yEY şi AK, oarecari, Avea: 


L (ay) = EI, unde FIVE —=aK 


e definită prin: IIY(£) = £(x+y) pentru orice feVĂ. Atunci: 


Xy(2) = t(x+y) = f(x)et(y) = X(E)I(2) = Gy)(e) 
și deci 


(2) Liz) = 7 + ŢI = (a) + (7) 


Analog, fie: 
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(Ax) săz unde Îxt: Vi—=E e definită prin: 


X3(£) = (Ax) pentru orice feY*. Rezultă, pentru orice feri 


FI(£) = £(Az) sata) = A Xe) = (AD(e) 
deci 


(3) (Ax) săz să = AL(x) 


pi deoi A e aplicaţie liniară, 
Pentru a demonstra bijeotivitatea lui « facen obaervaţia că 
întruoit dim Y = din 75% , va fi suficient să arătăm că e injectivă 


(vezi obs, de după cor.? oap.I1I), Pie deci x,y ET cu L(x) =(y), 
deci E = 3. Atunoi, pentru orice fevă aven: 


(a) t(x) = (0) = F(£) = £(9) 


In particular, dacă E = Îopseseseaf este o bară fixată în V iar 


mă e fl, casetă [o bază duală ei în vă , atunoi pentru £ = e*l , 
1s isn obținea: Ei 


(5) F, = lea) = eta) =, 


unde x = Fe, pă =7de. Atunci, 1 = 3 şi e injectivă,. 


Ohservaţie, In virţutea acestui izomorfiana canonic construit 
între V şi VEX , vom identifica spaţiul vectorial cu bidualul său. 
Prin această identificare, orice vector z€Y va putea fi privit ca o 
formă liniară Y*——K ce asociază oricirni f E Tă scalarul f(x). 
Atunci, pentru orice xeY, feY* relaţia 


(6) 27) = Fate la Fa 
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unde TF jos F p Bînt coordonatele lui x într-o bară fixată Ba spa- 
iului vectorial Y, iar sosesc pe coordonatele lui £ în baza duală 
acesteia IX, poate fi privită în două moduri: 3 


1). Ca formă liniară de variabilă x, dacă a jsesescC se con- 
nideră fixate, 


2) Ca formă liniară de variabilă £, definită prin x(£) = f(x), 
dacă Faroe F„ se consideră fixate, 


Acum, dacă F = | e1mooenta este o bază oarecare în Y* gi se 


consideră duala ei F* = TE suitei ali atunci, confora identificării 
de mai sus, ni poate fi privită ca o bază în Y şi cun aven relațiile: 


1 
(7 mice) = ep Și 


7* ar £1 chiar baza pentru care P este bază duală. 
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In acest capitel von introduce noțiunea de tensor. Von orgenisa , 
mulțimea tensoriler de p ori covarianţi și de q oi contravarianţi 
(p,q€2, p,q420) pe un spaţiu veotorial Y cu o structură de spațiu veo-. 
torial, notat "â. 


i 


$ 1. Aplicaţii aultiliniare;torme aultiliniare 


Definitie, Pie Vjpe...V» Y spaţii veotoriale peste un corp K 
oomutativ. Spunea că aplicația A : Y,I...XY, —=Y este o aplioaţie multi 
liniară (n-liniară) dacă pentru orice 1sign avon: 


Agora anl Pui Fi Xpress) ne gips 0Xppe eco%a) 
+ Pilar eee laser) | 


pentru orice Cs AEK, xi, XieT,, xp ET: lstsa „kit 


Dzemplu. Produsul veotorial definit pe V2, spaţiul vectorilor 
liberi din Rp » este o aplioaţie biliniară. Această aplicație e definită 
astfel: 


Li (De? x AST) a TiT 


unde, dacă î = xi + xi + Li „Ta xi + Y2i + si (IE ] fiină 
baza canonică în spaţiul v>) 


ef 
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Ex T = (ya = Yaây)T + (ea - X22)I + (aa = Xa7 E 


Se verifică într-adevăr 


MT, + Aia?) = (E pi) 2 7 = (27) +a?) = 
= eME9) + pai?) 


RASA ortoe 4, pet, î,î,tet? 
și 
MEAT, +4) e dx (AT, sata) e Ai îs Alix T) = 
= AMT) a pa(i,2) 
pentru orice A, 4 că, îtit> e” 
Mai mult, aplicaţia Dilintată A câte antisimetrioă, nespec- 
tim Ta fn ab Ace ai astre avea: î= [x], î- Iri, 
= Xa şizi= 32 3strtk=0 
Detiniţie. Pie PRR A spaţii veotoriale peste corpul conuta- 
„tiv KE. 0 aplicaţie £ i Vyx...2T, —=E se numește foraă multiliniară (n- 
liniară) dacă penţru orice 1$isn avea: 
Ciâzis ete ari + Asie Xp rp) a ptlayneee tipa) + 
*/ Lit SPORI Oaie 3) 


pentru orice «4, 448, zw %eY; Xp EV, sv Isksn, kit 


Dent, orice formă multiliniară e de fapt un caz particular de 
aplicaţie multiliniară (K putînă fi considerat spaţiu vectorial unidinen- 
sional peste e1 însuşi). 


Bxemple 1). Produsul scalar pe > este o formă biliniară deri- 
nită astfel: 
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e ie, tomis mt, î= spăisaut 
(UN) n ta a mmde de D= apa + 0a0e + Miz 
Se verifică ineâtat că pentru di A, pet îsibr ev avem 
Lt + Atat) = (ci + pl)» șa Dep: 
= Cit) + felâzit) 
gi analog 
să 27 + At) a i CAT + Aaa. 7) + 
+ AT 3) să tă) + A 23,72) 
pentru orice A, „Et, ERA <p 
Aosastă formă biliniară e simetrică, rospeotiv: 
eGD = E PTT, îs ev 
In plus, avem: ÎI = 3] =Et= 1, E. ȚEL E =0 
2) Produsul: mixt pe V? ante formă triliniară definită astfeli 
Y Die ș Oe ae Te atit a gl + 9 at, 
Ti = xi + 733 + E ct ard, 


unde 
i e e! 
DT. D= 32 Ja % 
i d ac. 


(da. sa /sea Fase.4 
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Se verifică imediat că produsul nizt astfel definit este liniar în fie- 
care argument, Notaţia folosită pentru produsul nizt al vectorului 
7,7 eate: (î,Y,8). In plus, avem: . 


(ET 0) = [SĂ An] - [CA 2) ? că 42) > G,ăm * Bă An) 
Mulțimea formelor n-1tndare pe V]Xe++XV, se poate înzestra 
ou e atruotură de spaţiu vootorial pote E,notîndu-ne ou ol (Ye ee+,TiE) 
Adunarea formelor n-liniare se defineşte astfel: 


X tse (tea), ee în Tyr, —E 
definită prin: (feg)(xsecc07p) = free) + Blzyreset) 
Ş EV, Lsicen. Se veritioă că î+g este o formă n-liniară, 
Produsul unei forme n liniare ret (res E) ou un 
sonlar ACE se defineşte prin: 
AL Ve E Age) = A agree) 
Lă x, €Y, I1sisn. 


A £. ente evident o formă n-liniară . 


Mai mult putem defini o nouă operaţie între formelo multili- 


miere, numită produs tengorial de forme multiliniare, Mat proois, 
dacă Vase Taooosata sînt spaţii vsotoriale peste corpul comuta- 


tiv K iar Ls ARDE A BE Atenei) atunci produsul 


lor tensorial fQs: Va e Vp et se defineşte prin: 


(£ og) Crono Yoo) = 
= Pre ealp) B(Tgreeeo7) 


Se verifică imediat tă tereXir,.--iT Taseneatai). 
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Observaţie, Pentru că fog să fie într-adevăr o formă 
p+q-liniară e necesar oa argunentele E: CR şi Taoee7g să fie in- 
dependențe. 


Car particular. Dacă fjs:-:,f, sînt forme liniar, 
24 1 Vy—ă, atunoi = 29. at: Vaxesext, ——E definită print 


Eos) = Ea) (7) xjeT, isica 
este o formă n-liniară, 
Proprietăţile produsului tensorial de forme nultiliniare 


1). Pentru orice sere iti Lee dd Pta) 0.9) 
h (SE AC EEEE AI. 9) avea: 


f 0 (s9h) = (tog)eh 


2). a. Pentru orice f,g EL areas nEbroeeTi): 


(£+85)Qh = (£ Oh) + (sQh) i 
v) Pentru orice £ EC (VysssosTpit), sh (a do Te 40.5) 
10 (8 + h) = (188) + (19h) 


3) Oricare ar fi Act, t E Lee ps e: Tail) 


avea: 
(40) Os =A(t 9) = fO(Ae) 


Demonstrarea acestor proprietăţi este imediată, pornind de la 
definiție. 
Produsul tenaorial a două forme multiliniare în general nu e 


oonutativ, 
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$ 2. Donsari„coordonatele într-o bază 
Detinttin. Flo Y ua spațiu veotortal peste E tar Y* dualul său. 


Dacă pyq € 2, ps 20, ne numeşte temor da p ori covaxiant şi de q ori 


goatravariant orion formă nultilintară £ + PP x VK (an notat 
p FE ma IE 
YD = Vesa VĂ = 75e...27%)),p se niogte orătnul de covaztanţă tar 
p ori q ori 
4 q cel “de contravarieați, Spunam 0ă £ e tensor de tip (p,9) ască 91 e de 
„p ori covariant pi da q ori contravariaat. Rosal poa 30 namoate ragu 
sau valența tenaorului, 
Bxeuplu. 1) Orice vecie £ E V* (asoi ontoe formă linteră 
£ t V—mE) sate un tousor de tip (1,0), y 


i 4 
2) Orica vector zEeY, privit ca fară TAntară z [i par ; 
(confora tooreusi 5 cap.1Y, este un tensor de tip 0,1). ; 
3) Orice scalor AcK poate ti considerat tensor de tip (0,0). 
Pio 7 un £ spațiu vectorial, VE dualul său tar p,qe2, 
_Poq 2 0. Notăn ou 


mor) =fe + 1P x Pre ea = Mtatară | 


mul ținea tuturor tennorilor de p ori covarianți şi de q ori oonttăvartanți 
pe spaţiul vantortal Y, Această mulțime poate fi înzestrată cu o struo- 


” tură de K-spaţiu vnotorial definind 'adunarea tenaorilor şi produsul lor 


ou scalar astfel: 
tus E Ti) m tg a Pati 


definită prin: 


(2) (6) Caen nea) - agree engl need + 
+ Eee L-AI 
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pentza orice xp€Y, 1sicp, hlevă, 1c3 ca. 


f+a astfel definiti e evident formă praq liniară. 


: sm), AGE nat : VP 


unds 
(2) CAD noeeoge ese) = A Etapa eoentgati end) 
pentru orice x,€Y, 1 isp ler”, 1cjca. | 


Af este tot o fornă prq liniară, 


Verificarea axiomelor spaţiului vsoţorial pentru mulțimea 
Tv) însestrață au cele două 1ogi de compoziția eate imediată, In ata- 
i de adunarea tensorilor şi înmulțirea lor ou soalari, 'mai putea defini 
o aplicaţie algebrică, așa cum am văzut în paragraful precedent: produ- 


sul tenaorial a doi tensori, Nei precis, dacă £ e 7] (4), ș ET), 
unde p,qr,a întregi pozitivi, atunci aplicaţia fs: TPI 
definită prin: ) 


(3 (298) (xp00fpripyar Tauri n, ns) = 
p, Elia neta Îi cae), în aie oct MP cad) 


pentru orice x,EY, 1sis<pr, hlevt, 1< ds a este un tensor de 


tip (prr,q+8). Observăm că înnulţină doi tensori de același tip,(p,q) 

nu mai obţinem tensor de același tip cu ei, deci produsul tensorial ast- 
fel definit nu 9-0 aplicaţie algsbrică internă pe 0): 31 e însă as0- 
oiativ şi distributiv faţă de adunarea tensor ilor, așa cun aa menţionat 
şi în paragratul precedent pentru forme multiliniare oarecari, De asemenea 
pentru arie A cf, £ et We ET (Y) avon: 


CAT) Og = A(t Ba) = ft 90.) 
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'SAvind în vadnre acacta proprietăţi, va Ci Pireso să considerăa suna di- 
reotă a tuturor spațiilor vaoţantale mpi, p+9 2 0, notată 


| 24 să (7) = 2(7). (rosi oap.1,86) care e un apaţin vectorial şi cu 
P+92 


ici aţia de produa tonsoria! definită mai sus, (extinsă la 7(V)) devine 

o K-algebri, K-algebra 7(V) ae naneşţe algebra tensorială a spațiului 
[h Bi yoetorial Y, 4 
ka D In continuare, oa puna în evidenţă o bază în spațiul vecto- 
* SĂ Lama Li90) proaum gi coordonatele unui tendor în această bază. Pia . 


aa. darie 10, jo bază a soațiătal voetoliâă Vida Pee 
| Data duală ai din VĂ, Pia t 1, (p,aez, p020), dar 


pecete, Hs .,htev* pareoani. Boetină aceşti veotori în Dezele 
i coespunră toare, avon: 
$ DEI “ e, 

u ; $ Sa: 1€ : 

(%) X4 LA i , i<p 

4 i 
& 6) moaț, e? „ac sa 
b (indioii de sumare an foat nataţi 44 respeotir k,  pentrua uniforulza- 

| otaţii2e). Polosină linaaritatea lui ţ, în fievare arguintnt,avoai 


] 
a 


3 
(6) fină Bes ashd) = &( apa catod 


dh 08 
it ph sin Cp Moguaenetjaa EL aid) 


In această relaţio an apărut nP'd soalari, pe care-i von nota 
ă 3 AI i 
pa x, uk, 
e, [PI o me 9 - 


[a Y 


4 
= t (og useseat 
Să Ei 3 


| O(cyhen, v isiep, Lshgen, ș sc) pici nunta 
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oonficienţii tensorului ț în baza E fixată a lui V. Vom vedea că aceşti i 

coeficienţi sînt de fapt coordonatele tensorului t înt;r-o bază a spaţiu- 
1, 

lut 15 € ) 


Relaţia (6) se poate scrie acum sub forma: 


q Kpooeka 


h E 1 
$ y d 
(8) trec Nb cotit) = 1 ati ie pe fe Baia 


(In aceaaţă relaţie sumarea se fac după pra indioi: dr rerdpr 


Kjamseslka fiecare luînd valori de la 1 la n). 


9 
In concluzie, fiecărui tensor t em (V) 1 se poate asoota, 


fizînă o bază în V, un sistem de nt soalari unio determinaţi prin re- 
laţiile (7). Zei d 


s 


Reciproc, puten formula următoarea: 


Propoziția 1, Pie V un K-spaţiu vectorial n-dimenstonal ; pa 
întregi nenorativi jar B Tepes] o bază în Y şi afet, ei 


baza duală si. Dat fiind ua sistem de nP'd noalari 


i 1<3, sn 1<isp 
da Să She 
Li 1Ckpen, issa 
există un unio tensor t ea (Y) astfel ca: 
k 
x EARL ÎL 
[74 9 


j ....8 a ....8 În 
t(e,, je» Li Li Tale 


pentr"! orice Îpa secara maezaig. luînd independent valori de la 


IL la ne 
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Denonstraţie. Pio see: eY, nl, seashlevă arbitrari, 


[A primaţi în baza aleasă prin relațiile (4) respeotiv (5) de mai sua. 


9 . 7 
„Definia î i YPAI —=& prin relaţia (6), Să arătăm că t astfel dofi- : 


nâtă e o formă prq liniară. Va fi aufioient să ne ocupăm de exemplu da 


primul argument, comportarea sa orice alt argument fiind analoagă. 


| Maat x, ati n “m ee Aer. Ares 


h dh da d, 
FR. i CA Ayan rr Been d=(Af, Atu Fa Sie 4 
| 238 ata 
DA pa i 53 AD e eee e ceh) + 


3 Aia ed Zi ri 


SEE 
Eul 


LA 
mo ma i, 3, az sa 
nl 2 ef8L « Su eat e “. e a 


] 


Pa ai 


li Cpooeeoâye 81p++*98g Dunere arbitrare dar fixate cuprinse între 1 
| i - și n), Din relația de datiniție a lui t, obținea atunci: 


379 321. de . iei 


Di - Le Saua za RTL pu 1) = Sâ...3 19 EECE În 


h sa | 
| ră sei 


f Mai rămîne de demonatrat untoitatea formei prq-liniaro ce 
sa mona Prata pe vootorii corespunzători din baza E şi Bă, 

La . 

să presupunea prin absură că ar mai exista o formă praq-liniară 


BE i 3 
£ + TP x văl —=K ou proprietatea că tego sosea sei... a 
E A P 


N d iii 
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E, seek 


3 
Li pentza orice 4ys-+sdpe Kyreeeoka de da 1 28 a. Atimei 


pentra orice zypoa+XpeT, hl,essshlevt daţi în bazele fixate prin 
relaţiile (4) şi (5) de mai sus, avem: 


(i d at 


î u 
ECagnoceaae ah) = £(F Y RE Pe a 


Rd £ pere ta og aui ta a IP a 
Tau ai „iltru apoape) 


pi dvi î=t. 


ger) se pr? gi deet, dim 29 (7) a april, 


Denonatrație, Tie 8 = fojv+:v0, | o bază fizată în Y fas 
m = (00, ..2109%) anala ei în V%, Aplicația ce va stabili isomortiatul 
între smațiul veotortaa 70 (1) pi Pf va fi cea oare ascotasă ortoă= 
rui tensor + €7Ă (Y) oefiosenții săi în vesa fizată. Din cele de mi 


sus, rezultă 0ă această aplicaţie e o bijeoție. Mai rămtne de arătat 


liniaritatea ei, Să oalculăn deci coeficienţii sunet a doi tensori 
2617) să presupunea că aven: 


... E . 
râu Rr: i Rău Fu PUPA a 


Ea ee sk m. 
- = meperemntae EI % 


da***p 
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coeficienţii oslor doi tensori, Folosină acum definiția sumei tensori- 
lor, obținea: 


N 


(ese; dă ., E A = ele, pret Fc IEI 1 4 


+ Bo, pese, DE % „6 i „te 
se, dp Ve TRY Ta Sia 


astfel încît paten afirma că, coefioienții sumei celor doi tensori se 


obțin însumînă coetioienții cosempensățori ai le. Fie soma eri) 


au coetiotenții în baza fixată E % i tar A GE, Din definiţia 


produsului unui tensor cu un scalar, avea: 


A Pa, ; FIR a % - ae, E a  ă 
poe EI 3 
E. s- 


şi deoi, coeficienţii tonsorului A în baza fixată, se obţin înmulţină 
ou scalarul A ocoefiotenţii lui £, 


„ Propoziția 3. Pie Y un E-opaţiu vectorial n-dimenaional, 

B 2 jops:+:s0 [o bază a pa, dar 4% ş (eăl,...„072) baza duată cores- 
punzătoare. Formele p+a-liniare 

354 

=j . 
9 € „sg... gsb e 0... 

E oeekp 
1 dy sn IS ip: 15% sn, As cc faimă e but e atat ee 
torial "AD. 

Demonstraţie. Conform corolarului 2, va fi sufioient să ata- 

Wilin că sistemul celor nP'€ forme prq liniare formează un siatea liniar 


[i 


Kpese 
independent. pie deci un sisten de nP+d scalari aș. 


E] 
4 Qssysn 
i cite 1Skpen 15 teo astfel oa 


PER: . 
(20) Li 4 “i e urii zei liliac 


Atunci, pentru zice că *ndpe 3pse-+980. numere cuprinse între 1 şi n 
von aveai 3 ş 


a aa res o. o...as, e i a 


meta i 

Sai IRI a da: 1 A eine Denera îacaa d) 

. ode Danae 9 Sad e a a 5 . r, 
3pse+80 AR 

ie aa i 


şi daci, sea „color nP'd tennori este liniar independent. (In statii 
Jirea relaţiei (11) an folosit er ca = e canonio izonorf că Y n 
deci e, (e si Ia e) Su 


Pie acum tem) un tensor oarecare, Fixind ca mai sus 
B = fejeeeesepj o bază în Y gi 3% = fel... .se | auala ei at”, 


avem pentru orice. xp: 1pSY, he. „bler* exprimaţi în perechea 
de baze izată prin relațiile (4) sie cipt (5) 


Ei peeka 
îi vâg 70 


: - eee SĂ 
undă, așa cum aa arătat, 7 = a fară) Se af %, 


ic Mia pi RI) ui a 5 


+ If 22 
* . 


, „ze de altă parte, pentru orice cuplu de prq Anâiei Ape entgese “iei 
j elatiaa Îl A id arte 


e. ș. a. N ri oa after 


| fs 9, gnreeag, 3 i SP . RI 3 
0859 “e a pa 
i” g e. aL te%9 » nd 4 da: 10 | 


00 să 1 Au aia PP aa 
A 


i LE Sase | Prers Li i 
tm ase ii „uad) a i Pi e rad 
mm ertoe ice mp Made 270, ate 


) bi Ep seek Pra ă 
dia ii mu di y aj 
VE să 


i-am numit coeficienții tensorului 
4 ate obiar coordonatele sale tn ma [E sta 1< ip 
ab Act ga, actsa 


spaţiul 72 (v). soeastă Masă Fină ante deteeătaiă pia tizaaea 


,adenea vom vorbi da coordonatele tensorului "pg 
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într-o bază fizată în Y în loo de coordonatele sale într-o bază din 
q, 
Tp(). 


“sxemple, 1) Yormele biliniară pe un spaţiu veotorial Y n-dimen= — 
sinnal sint tenori dublu oovarianți, Spaţiul veoţorial al acestor ten 
sort, 19 (Y) axe dimensiunea n?, Dacă E = foys::s0,fe o bază fisa | 


în Y tar Ei (atit mă: baza duală ei, atunoi o bază în se (Y) e 
construită din tensorii dublu covarianţi 


EU a săi e eni 1€1,j<n 
Dacă $ 1 V2—=E e un terisor dublu covariant oarecare, atunci pentu 
orice xy et, mşi o. y= me, avea: ] 
tau) = Peg pie stg Nope) =F'0i 5 


Dj = Wogrej)e 151,3<n fină ovordonatele tensorului t în basa 
fixată, Putem deoi scrie: 


t = 5 sosi 


k 


2) Formele biliniare pe spaţiul VĂ sînt tensori dublu contra- 
verbe: Spaţiul veotorial al acestor tensori, 12(Y) are dimenstunea 
22 dacă dim V = n,iar dacă 8 = tarta] e o bază în V, atunoi ten= 
sorti dublu oontravarianți 


| Ey = “os; 16 1,jen 


formează o bază în 0(Y), Dacă £ 1 VI? ——K e un tensor dwblu contra= 
varianț oarecare, atunoi pentru orice g,h etă, [i shi, h= pei 


araai 


234 
teh) = tiageti, Aj) se, pjtteti,eti) ac, Ati 


unde î Îl,= v(eti,e%l), 1<t,jen sînt ooordenatele “teusorului t în 


x 


baza fixată, Aven deci: 
= pi .9e, 

3). Powmele biliniare ti Va VI —=X atat tensosi 0 dată 
'covarianţi şi o daţă contravariunţi, Dacă dimY = n, spaţiul vectorial 
mov) 81 acestor tensori are dimensiunea n2. Pirînd o bază 3 = jeans] 
" în Y pi oonsiderină dunla ei în V* , 5* = $68l, 5,60) obține o bază 
în 2, 


£i = loe, „Măi es 


Dacă t î Y x V*—=—K e un tonaor oarecare atunci, pentru ortoe zeY, 


neșă +xa Fie, h = psd aven: 


. 


Mat) e ep pact) a Flazy mopeti) <pia,ei 


unde &j = t(oj,e%l), 1<1,]<n aînt coordonatele tensorului t în baza 
fizată, Avon atuhoii 


t =5i Lai ii [ze] . 

Observaţie. In cazul tensorilor de valență 2, coordonatele 
într-o bază fixată se pot așeza într-o matrice cu n linii și n coloana 
ccea să nu va nai fi posibil pentru tensorii cu valență mai mare ca 2, 
Această soriere o să o folosim în capitolul VIII, cînd von studia forne- 
10 pătratice, 
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Caz particular, Am văzut că în spaţiul V> a valorilor liberi, 
produsul scalar a doi vectori e o formă biliniară f : 72 x v2 —R, 
1(ă, 7) = U.Y. Lucrînd în baza canontoă BE = Ik ţ , avem pentru orice 
î je, i = i ŞI + FE, Ş ami Va] + 0 pe de o parte: 


EI = 29 = Fa Dat D + Fa Va EL + 1930 ÎE) + 
* Vo DatÎ) + Fa Pat(3,3) + Fa 030.) + F 3 pat(5,) + 
* Fo Tae + Fapt ED = Bar ni 


unde (5) 18 1,3s3 sînt coordonatele tensorului £ în baza fixată, j 


Pe de altă parte, 
Ti = 13,3) =F1 "7 +Fa Yo +3 3 


astfel că 52 Ss = 1 dacă = j 
O dacă i4j 


Matricea formată cu coordonatele tensorului £ în baza canonică va fi ma- 
trioea unitate din LB). Vom vedea că această matrice se schimbă o dată 
ou schimbarea bazei în [ză . 


In demonstrația corolarului 2 an stabilit care sînt coordonate 
le sumei a doi tensori £,g e râv) într-o bază fixată, proocum şi coordo- 
natele produsului unui tensor cu un scalar. In continuare von pune în 
evidenţă ooorăonatele produsului tensorial a doi tensori, 


Pie p,asr,s întregi nenegaţivi iar tere), ee Tâ(V), V fiind 
un spaţiu vectorial n-dimenstonal, Pie E = jeg) o bază în Y şi 
Bă = (el, n use | baza duală 1. Să presupunea că tensorii £. și g în - 
baza fixată au respeotiv coordonatele: 


3 13 
= e N K, e Ep ate 1), 


i că ete | îi FA 
, d, die i 
gs d “A si 
a G = ale paesdi 30. re ui st 
e BE 
“ d fi 3 
1) y RI AA SA 
„RR pi 
"4 Ă L, “ E ș 
- et bee fn . dA 
ş Ş te e... - ă i 
E: îi turmete 4, = Xe Că TI = e re gl (pt ă 
Dr ui pică 
în gi e 1, RE: “ = ic smseda p pm, i 3 A 
FI) 
ae 


. d ă 
A i Pt e tin «an 8 (aul, a ala 
iai tar Mentor buhrde t. | 


1,9 = 12 avirtesatate dt £ În ada eueată tar 6 i uz 


„000 le Lui 6. Atunoi tes e tlv) 5 Sic d m 
n a ma Eslloni o. Sndol = 12 atata, PEG: 


LE ii = (tes) topse 2) = ic Ra) A 


D poi ti rusi far 5 A, ie „săi theaaet 
Ş, reset pata ară Baa, n ELAN „NE 


Ey. 
SĂ GIA oua „von pune în evtătajă o mă sea e 
eee Mie A e A 


Ș 


d. ind ei 
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fizînd un indice i (1<41 <p) de oovarianţă şi unul ((1<f/c<q) de 
oontravariantă, von construi un nou tensor ţ'€ To) (avînd deci ra- 
lenţa ou 2 mai mică decît t). PieB= (ear) o bază fixată în7 
gi 9% sfohl,...,0% 7 auala ei în VY, Definia gliyP-l a piei x 


pria: 
(16) tape cui ini > alti PRI pt, BC ad = 
= (po Xg_q0g Dppaseeeopahl each Ca, aiiată, nd) 


pontra orice (x) acgep i Si dinT și Dj 1cksa, EA Latin ră, 


(In această rolaţie s este indice de aumare), Coordonatele tensorului 
t! vor tin i 


Epreek paa E age i ss 
= ue, pn esn0g , .; peae00g so î.... 
Înveedunaduezeee ee dp zi 1-2 Vima 9 


zk 3 uk i 
. ta, . (d IER d) = Meg noee00g,090m0a pesta, 


at ai 
= Et să, e LA PRR) % = 


Eee ek ta e parea 


Sisccdia a Ssmaesrdp 
a fiind indice de sumare, tar stra 

de dp 
în baza fixată, Yom apune că an efeoțuat o contracție după indicele de 
orătn 4 de covarianță şi indicele de ordin ( de contravarianţă iar 
tensorul astfel obținut £1 vom mai nota et, 


; coordonatele tensorului ț, 
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Bxemple. 1) Pie ten, 8 = Ţene] baza fixată în V 


jar s* = pol, sei ăuala ei. 


Pie zi = t(oşs si), 1< î,4sn coordonatele tensorului t în 


baza fixată, Etactufnd o contracție după cei doi indici, obținea un ten- 
sor de tip (0,0) deoi un scalar, care se numeşte urma tensorului t i 


se notează 


Pi 


me += 8t- Li 1! 


(suma elementelor de pe diagonala matricei formată cu coordonatele 
lut t), 


2) Pia tr (0), dimgt = n, Bo fepse++10p] bază în Y iar 
al =] oXl, «8% | anala oi, Ne propunea să punen în evidenţă coordona- 


tele tensorului t! = (t)2 € 2,(v) (obţinut prin oontraoţie dapă indi- 
cele de contravarianță şi al doilea indice de covarianță), Aven: 


e Se i 
4 = tite, = tlogsegsetd) =5i, Ba + Ppotocee 62, 


unde an notat cu 154| issea coordonatele lut t' iar ca 


4] coordonatele lui + în baza firată, 
13] a<13sk cn 


In particular, dacă t se obține prin produsul. tensorial a doi 
tensori £ C13(T) pi 7 e 7l(Y), de ocordonatela (yg = f(og,0,); 
z ă 
respectiv 7 E. yet » Is4,dken, atunot 5, = 43 ză, iar 


coordonatele tensorului oentraotat (ed a (red sînt obţinute prin 
relațiile: 


6, =<43 7 i „Lisa 
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ce pst fi scrise matricea] sub forma: 


Lot 
ri : 


Lalea la 


DE IE 


Ga nl, e e +++ nn LA 
Mai mult, dacă x eri (V) este un tensor cu coordonatele i= z(e*b), 


1€1€n, atunoi efeotuină asupra tensorului £ 97 Qxe 13 (V) o con- 
traoție repetată după indioii de covarianță şi oontravarianţă se obţine 
un scalar A = t5şy Îi. Obnervăm că de fapt, A = f(x,y). 


$3. 


Pie Y un spaţiu veotorial n-dimensional peste corpul conntatir 
E, p,q întregi nenegativi, iar cv) spaţiul vectorial al tensorilor de 
p ori oovarianţi și de q ori contravarianţi. Am văzut în $2 că, pentra 
a pune în evidenţă o bază în 10) se porneşte de la o bază fixată 


3 = | ones) a spațiului veotorial 7 şi de la baza dua)ă 


BY = feni, .,ej corespunzătoare ei, Se construieşte astfel ditai 


m -j 
= Br Be Poe 9 ...9 
Li . “% iLă 


(1) 


(căy en Lip, 1 pen, ast înmd. 


Pornină acum de la o altă bară E* = foneme] a lui V şi de la 


dunla ei, XE (ol ecua | donstruim o nouă bază în 70 (me 
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0 BI e bici 
£ .sil.g „po Pas, e...o., 
t „la 1 4 q 


(18 în 1sssp; 1st,sn, lsreg. 


Pie A = (243) 11,4 sn matricea sohimbării bazei în Y iar 


B = (bug de Ik, 6 n inversa ei, 


Ei 


Aven atunoi urnătoaroa: 


meorema 4. Cu notaţiile şi în condiţiile de mai sus, dacă 


ter (V)_ are coordonatele în cele două baze date de: 


La: Pta ak 
(3) dia să tCoguneeereg e o Lc... d) 
respectiv 
LAEED TA 
4 ' Li [4 
a, 5 : N = Mo necavelae e li le 
pese 


- unde dpnecazine duoneendps Imacezaltar Îyzaiza ba dau independent vaz 


lori de le 1 la n, aţunci avem relaţia de transformare a coordonatelor: 
sie fa 3 % A de 5 Ep eseka 
) pi 4 sad sk, ace E 


Demonatraţia, Formulele de schimbare de bază în Y respectiv 
1% vor fi date prin relaţiile: 


(6) sf = ad... :deisa 


(7) eva. »t, ek 


> 
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Folosind acum liniaritaţea lui t în Fiecare argument, ave 


eee LE x î 


- 9 i ;: aue A Lidil sat Foca SC a 


ha la xk 


= uta open ic fu enter $ îe+ 
i Pa A DRE 1970. - 
ni torii dn i ase Do ca i a ponei: Da 
y 
i E] LI ET Eee 
pi Aaa & arta din i 


Observaţie. Relaţia (5) din enunţul teoremei 4 e „adesea folosi 
tă pentru a prezenta noţiunea de tensor, Wat precis, putea afirma, folo- 
Bind notaţiile de mat sus: 


"Dacă Y e un spaţiu vectorial n-dimensional, spunen că au dat 
un tensor de p ori oovariant şi de q ori contravariant pe V dacă au as0- 
oiat fiecărei baze B= i E TRREELAT! a spaţiului Y un sistem de nP'd aca- 
lari: 


ri) pă 
seeâg | 2Eten e aeieo 


1Sk sn , 1sbsa 


care la Bohimbarea bazei în Y afeotuată ou ajutorul formulelor (6) se 
trânstormă după legea (5), Scalarii (8) de numesc Mi bea tenso= 
rului de tip (p,q) considerat în baza P'. 


' Definiţia de mai sus e echivalentă cu cea care an dat-o la în- 


ceputul $2 noţiunii de tensor, întrucît din propoziția 1 rezultă că, 
daţi fiind coeficienţii (8) există n unică formă pra-liniară £:VP x VE e 


cara are aceata coordonate în baza fixată E în V.Reciproca rezultă din 


“ (da. sasea ase. 


teorema &, 
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Exemple. 1), Piz Y un K-apaţiu vectorial de dinenatine n şi 
3 = dojpasse, ] o bază fixată înv, pl jeni pnnas0%h] baza duală ei 
în 7* şi 


ti Va VE 


Vensorul de țip (1,1) definit prin: 


tre) = că Y xet, seri 


„Să punem în evidenţă coordonatele sale în baza fixată, Avea; 


1 dacă ij 
O dacă 44 j 


sepeb = ep = Si a Ai | 


A Letea, 
Dacă 3 si(ejy-:v0, | este o , aa6ă basă în Y dâe Bit e =[s'ă EEDETI duui M 
este baza duală ai în v* armei ovozdonatele Lui $ în nos bază staţi 


tert) „si  ask,ten 


în RONI P aoordonatele ucestui tensor sînt independente de baza don 
sidorată, : 

Acest tensor nai ip fi prezentat foloaind cea de a doua definiție, 

ca fiind sistemul de n? soalari (Sa cusca care la schimbarea 
bazei, spațiului V dati prin: 


e ao n sign 
se transformă după legea 


A ; 
3! = e i, = 1< în 
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y 20| [i E Sale 
Dar cun a, bg Sk = aug bu pentru orice 1s1,j sn iar matricea 
B = aa ş idea este cata matricei A = (ada ss sn avea 
k 
a, vi, = 5i şi deot: 


sat muaea 


” 2) 7ie Y un K-apaţia veotorial n-dimenstonal tar terâ(Y). 


pis ti = (+) tensorul obţinut printr-o contracție după al doilea 
indice de covartantă și primul ae oontravarianţă, Pie B = fej;-::9,] 
şi st = fos :-09a două baze în V iar S* ale eţ 2 


pă = [eră] dualele lor. La schimbarea bazei în V dată 
prin relaţiile: 


SI ., ii ri * 1sisn 
baza duală se transforuăi după legea 


om = vi, sit 1săsa 


Pie 
n „= tCogr epo0%,e%%) 1€ drac n 


4 14 
respectiv pia t(ozsaj sa A d Ass bet en 
coorăonatele tensorului în cele două baza fixate şi fie 55 sete”) a 
1săprca și GP = ti! (ej, 0!%P), 1ci,psen “coordonatele tenso- 


rului contractat, Avem atunci, folosind legea de transformare a tenso— 
rului tt a 


? 5 ilie tă = tlesseg » E ARI A 


„Be 
-5 eat eat 3 Be + ala d Li 5 3 
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3 
ad AC A = ady ba togrega 9E  0ă ) = 


-a, w, (e, >) = si, be, 5 
ce reprezintă exact logoa de transformare a unui tensor e dată ocovariant 
şi o dată contrăvarfant la schimbarea bazei, 
Observaţia 1. In capitolul II $6 am studiat transformarea 000r- 
donatelor unui vector dintr-un spaţiu vectorial Y n-dimenstonal Ia o 
schimbare de bază, An văzut că dacă baza se transformă după legea 


ol = ai, * ș Isisn 


iar 26Y se certe în cole două base Be fogese0s0] 9i Praţejee--rei ] 
sub forma ze Fie, = Şiet atonoi coordonatele se trenaforiăi după 
legea 3 


pia şi „dsica. 


(unde 8 = (b45) ac să cu = Al darie (asi c iaca € Mateteea 


schimbării bazei), Ultimele relații reprezintă. ohiar formulele de trans- 
formare ale unui tensor o dată contravariant, De aceea se mai spune că 
x sY este veotor o; . 

Analog, în capitalul IV $ 3 am studiaţ transformarea coordona- 
telor anei forme liniare feVă 1a schimbare de bază în V, Aa văzut: 
că dacă 3% s feăl,,..,6| peppeotiy Bi% sferă, ..,eitf sînt ba- 
_zede duale celor două baze din V jar fs dei a deetii, atunci 
coordonatele lui £ se transformă după legea: 


Li 
&, = ad; 1£i<a 


care reprezintă chiar formulele de transfornare ale unui tensor o dată 
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sau covectori, 


covariant, De aceea, formele liniare se mai nureso vectori covari ani 


Observaţia 2, In capitolul III an studiat aplicațiile 1intera 
A î V—V, unde V era un spațiu vectorial n-dimensional, Am văzut; că, 
dacă E = fejse++se, | respectiv E* e opsisescu ] sînţ două baze în Y i 


şi formulele de schimbare de bază sînt date prin: 


bi] 
e =A „193 


tar (GL 0Da câ, en 9 matetoea lut A în baza E*, (adi ceea 


1$£isn 


matricea lui A în baza E, legătura dintro ele e dată prin relațiile: 
+ 


' i ) 
> îi Po ae. a, 


N 1si,ksn | 


e 
Acum, dacă (4 uda ex, sn e inversa matricei schimbării bazei, 


obţinem 


sau (folosind comutativitatea corpului E): 


i e „k 
Ti să Ax 3 


E + x a. 
Leica sg» zi Ape caii apă N Ia saca 


V 15 i,ssn 


ce reprezintă formulele de transforaare ale unui tennor. o dată covari: 


şi o dată contravariant, Cum poate fi interpretat acest rezultat? Aa 
caţiei 4 îi pitiga de fapt în corespondenţă în mod unic un tensor 


sivea 


definit prin: t(x,£) = £(Ax) pentru orice xeY, fev*, In felul acesta 


ce defineşte o aplicație: E 
Er) — rr) 


SP SII RT RI Or 70 . "POI POT 5 
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care este un izomorfisn de spaţii vectoriale. Coordonatele tensorului 
t astfel definit sînti 


t(ogseRi) = etăcae,) = ed (a£, e) = at e mice) = 


pentru orice 1£ 1,J n, respectiv ele sînt chiar coeficienții matrice 
: aplicației A în baza E. | 
3 In acest mod orice aplicaţie liniară A 2 V ——Y poate fi pri- 
vită ca un tensor o dată covariant și o dată contravariant (ideptiticînă 
de fapt A cu t modulo acest izonortisn), 


4. Pxodua teneorie] de onaţii vectoriale 


Pie Y gi U.. două K-spaţii vectoriale iar 7 mulțimea ale cărei 
elemente sînt sisteme finite de perechi ordonate de elemente din Y si 
V, Pentru orice Ier, 


X = $ Cp) sees Ceata) i i ken 


Xp pmnZpEVi Tao Iyel convenin să folosim notația: 


(2) Is (xp) ter (ape) 5 


suma de mei sus fiind o sună formală, $ 


Pe mulțimea 7 introduce o relaţiede echivalență, Vom spune că 
două sume formale de tip (1) sînt echivalente dacă se poate obţine una 
aia alta printr-un număr finiț de transformări de tipul: 

a), schimbarea ordinii termenilor 

b). înlocuirea perechii (x, + Xzy) cu perechea (x) + (22,9) 
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respectiv a perechii (x,yJ+72) cu (2,7) + (xe32) pentru orice 
= Xp E Ve FI Iae 

o) Snlocuirea perechii ( « x,7) cu (x, 7) pentru orice ret, | 
yev, Lek, 
Von numi cele trei tipuri de transforziiri "adminibile” . Se obţine astfel 
o relaţie de echivalență pe T care descompune această mulțime, în olane 
de echivalență, Clasa de echivalență e perechii (x,y) o von nota-o ? 
x Y şi o von nuni : „ Clasa de echivalență e unbi element 
XE? arbitrar, I = X4974) va Zi o aumă finită de monoane tensoriele; 
Tintnă cont de modul cua an definit relația de iba că aven pentru 
orice Fps IIpIpel det: 


(x, + or = mer: ej, 
ze, +0) 107, + x 972 


(4x)eoy =xe (dy) | 


Mulțimea claselor de echivalență von nota-e cu Y 2 U. Po această mul= 
ine von introduce o structură de K-spaţiii vectorial , astfel dacă 


RR. 
t &, e II] x; Oper ev 
i“ A dart Să, Za 3 


definim suma lor prin: 
a + Li | | 

tt! = x. 9y dx LEA 

0 ta Pine base! 


sar înmulţirea cu un scalar EEE print 


k k 
3 Lt = a x, = x, PLI 
49 Ze ex pe i 


pom me ra sm m ana 905 
VĂ ui nuca lea Si, 


2 


aq L hdd ay ză 4 AA E, 


| ie | 


0y oo = i 
„229% şi 


mem mere 


e RE Fota 
* MEL 


A it a A de mie 
ă o oo ap seo: 
AL 3 
te, ot z07- sem sez .. 
pn ma ete ea a 
„ce en denennoeză pt că Ora + 0799 1 Min siteme 
neutra din Y Ev. A 


arma em arme e ae vea ma sete 
e Pdene P72, 8 (ca). Tate-aceve area: 


te (-0 - Pimen Ba sai i 


A k 
= Daf + 0] 874 = pen = % ev 
şi 


X E, 
(0) + t = dz 97, + dor er, = Zaf-zo + =] ex 
+ 
= 21% 074 = 0rsu 


(ap folosit faptul că schisbarea ordinii termenilor într-o sumă e o 
transformare adatsibilă şi am grupat fiecare monoa x, OI, cu Capet 
Axionele spaţiului vectorial se verifică imediat, 


Definitie, Spaţiul vectorial Y QU construit mai sun se nuteşte ) 
produsul tensorial a] spaţiilor vectoriale V şi U. Onice elesent teveu 
sennuneşte țensor și esto o suză finită de uonoame tensoriale x er, 
xeY, yes. 


Observaţia 1, Elementele spațiului vectorial Y BU sînt clase 
de echivalență de elemente din 7. Deoi VU este un spaţiu factor, EI 
se obţine prin factori zarea grupului abelian liber generat de V zu 
(ale cărui elemente sînt sume formale finite ou coeficienţi întregi 
de elemente din V x U în mod unio exprimate astfel) în raport cu aub= 
grupul E generat de elementele de forma: 


(arptaa7) = (aa) = (oo) 
(x7 + 72) - (z7) - (272) 
(ba) = (x, e 7) 


oricare ar fi XX 0X2 <eY, Tera € Y, Cer. 


na obţine astfel grupul factor 1/y ale cărui elemente sînt /, 


zi x974 XjST, 7, CU, 1si<k. Pe acest grup abelian se defineşte 
sl 
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înmulțirea cu scalari din E âupă fornula (4) şi se înzestrează astfel 
ou o structură de spațiu vectorial, spaţiu pe care J-amn notat V PU. 


Observaţia 2. Con orice t € VU e o sună finiţă de forma 


t = Pine I4 EV, 94, 1si<k, rezultă că mulțimea 


dă i L-A | ze, zev « monoanelor tensoriale formează un sis- 
ten de generatori pentru spațiul vectorial YOU, 
Propoziția 5. Pentru arice, E-spaţiu vectorial V aven sait 
fismele V= E OY şi V = Vort 
Demonstratie, Von construi doar primul izomorfisa, al doilea 
punîndu-se în evidenţă în mod analog, Pie deci pi IPVYV—-rTY 


definită prin (d e 3) =y „P SER, yev pe nonoane ten- 
soriale şi extinsă prin: - E 


k k 
(6) ea, e 7) = Lt 


pe un tensor oarecare se ta ey,erer „ SP fiind o aplicaţie 


definită pe un spaţiu factor, va fi nevoie să denonstrăn că e corect 


definită. Mai precis, von arăta că “P se anulează pe tensorii de 
forma: 


(3 +2) PI - 97 - d287 
LO(y, + I2)- Le 7) LI 
(at)ey - £Le (in 
care intervin în faotorizare (Can fa CEK; Fpoăae ICV: AER). Să 
verificăn de exemplu pentru primul tipt 
PU, +tp)ey - X1 97 -d2 07) = (ae) + 


(DI + (oa) =0 


231 


Liniaritatea lui “ este imediată, folosind proprietăţile produsului 
tensorial, Astfelt 


: aa at Dă 
ta en + pa, 23) - Pe aa if 23 = 


d dica 
= 9 ere EA +) 
iar | 


eta Lie, ată - e Qataeo e 3) 
a paz EA a Qicao „aq Ga ep 


x a 
pentru orice t = aL %ru tv “AA es, er Er, Act. 


Construim acum aplicaţia Vi V —= KEY prin: 


(7) Vox Y xev 
este liniară, căci: 
Ver) 3 dp Pi) = 14 9x+ 19y= 
= Va) + vw 
WCAR = 1 O(Az) = (Apor AQ, 9%) = 
=3 Via) 


pentru orice x,y EV, Aer. 


k 
In sfîrşit, aveu pentru orice t = pt Oy, eter 
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Y a | LA a : V 
= A, = d, = 
ce (= d 27) (— 470) = seic Gr 
= Şi 
= 1, 93) = 4 . 
det de ia ab = aa iuli 


şi pentru orice x€ev: 
P(P(a)) = Pa ex) 5 ax 


deot (P şi 'Y sînt unn inverna celeilalte, 

In continuare von defini produsul tensorial a două aplicaţii 
liniare, Pie deci Vp Vary sU2 K-spaţii vectoriale iar v : 1 —Ya 
mt U, ——Up aplicaţii liniare. Intre spaţiile vectoriale Vy0U, și 
T20U, definita aplicaţia 


you: new — Ye 


pria (v Ou)(x 9 3) = v(az) Pu(y), pentru orice ret), 7EU, , pe monoa- 
„mele tensoriale şi extinsă pe un tensor oarecare 


k 
t. = Zi men e” ev, prin: 
. 


Li k 
(8) (r 2) d x, 97 = i v(zp) Qutr,) 


Să verificăn că vu e corect definiţă (deci că se anulează pe elemen- 
tele ca intervin în definiţia spațiului factor), Avem de exerplu folosină 
+ proprietăţile produsului teusorial și liniaritatea lui v: 


we) [ Gautzp) er - m oy- 97] 
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= v(xytxo) O u(y) + v(— ) Guy) + v(=x2) 9 u(y) 


= [var + vaz] e ut) + [-va] e ut) + [-rz2)] e at) 
= vaz) O uz) + vip) Bulz. - vaz) Qu(g) = v(z) e u(y) 
=0 « A 
pentru orice xx E Vyn ISU, La fel se verifică celelalte conâtții. 
vou e o aplicaţie )iniară. Intr-adevăr dacă 
+ aer „r - Vp seri Et, ou, , avem: 
_ LI 


sua dă ist eu a 
(voit + ti) = (rev) darie ae =; 97) = 


= arte eu) + pe vi Deus!) = 


= (veu)(t) + (rew(t!) 


iar dacă A ek, atunoit 


(vo(A t) = lv ouă (Azp xy = Las e uz) 


k C 
=Xbavao] Buz) A Ponta Bulz) = Atrew(t). 


Definiţie. Aplicația liniară vea: VIe5 = Na ov, 


definită mai sua so numeşte produsul tensorial a] apliceţiilor linia- 
re v şi ue 

Observaţie. Dacă V, = Ug = U aven în parțticular apitoațin 
liniară v Ely: ” L:Bii ——— YU, 


Lă 


x 
(9) dreip ser = Love ex, 


sar dacă V, = Va = V, aplicaţia liniară 
Ip Bu 1veu—vev, 


k Lă 
(9) Gapo erp = Ir 9uop 


pentru orice t = ser, eve, 


Pie aoun Y* respectiv U* dualele E-spaţiilor veotoriale V şi 
U, iar fEvK, Construin aplicația liniară compusă 


i 
vev 1915, x au E Si 


((P Ziimă aplicaţia din propoziţia 5), 


Prin această aplicaţie, oricărui monon tensorial x Oy E TOU i pe ur- 
ciază un vector din U. Mai precis, 


Pro 1p (ao) = Pro) = 1) 


y x 
- Sar pentru orice tame e YOU, avem 
x Sea 
e ep x, 97,) = e Qara) 97) = 
i 
= ? 
a (x 7, 


Papi t Ol fiind aplicații liniare, Dminiee lor e o aplicaţie 1i- 


niară numită contracția tensorului t = ? 497, cu forma liniară f. 
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Adesea se notează această aplicație liniară prin (£,6), PevĂ, tev Ev 


Aven decit 


(2) 


3 Xk 7 
(n ba or e be) a 


Analog se defineşte contracția unui tensor $ EY OU bu o 
formă liniară. eră. Motaţia folosită în acest caz va fi Cere) și 
avea: . i i 


5 x . i 
(22) 4 X1074 8) = z ZX 874) = Zet x a | 


(e(y4) fiind scalari, iar corpul E fiind prin ipoteză comutativ), 


Propoziția 6. Pie x şi U s-amaţii vectoriale finit dinenstona= | 
sin Y n = U grase |. boză în V. Atunoi | 
dacă | 


ej Qytesst 9, 97, e O ev 

cu 7 vesta EU, rezultă , E 
a sefa = Oy 

Dewonstraţie Considerăm baza duslă bazei E în spaţiul VĂ, 


Dtectuăn asupra tenorului dat prin relația din enunj contracția cu for 


7 
mele liniare e5l,,..,e%2 ule acestei baze, Atunoi, pentru orice 


1<isn avent 
xi i A ă 3 4 
“e , dei 27) = PD (er, = 53 7; = 74 


iar pe de alță parte, (exit fi az = 0e eră deoi că 74 = 0 pentra 


orice 1<isa. 
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SAN A NP AR e a A PARE dia atata + oua ri 
tit Di E = feo cssne, jo Dasă fn Vei s=fej, eu] 


o dacă în V, astă că Aus slicuea fomează o bată în Vev. 


S8 tavita detii at & n ctstea de penetatezi. An văzut că orice 
terBV e o sem finită de monoame vesooriata XE cu xeY, yEU. Va 
£1 deo4 sufiotanţ să arătă că orice astfel de monon tensortal e 0 coa- 
Vinaţie Jâtasă de vectori ate (ÎL Pie deci ze, sfere, 


7 i BĂI 7odoo ed prepetetă la protosulot vărisortal, obține: 
07 = « Piuatia- = Peer PR tqiteesp 
(wma fiind dublă,duță 4 și d, 1eica, edem. 
pie soma oşy SĂ, istm, 1căca aa sietea de scalari 
asttel ca : 
Zaza 03 (01 99) - ave 
itisa 


Această relaţie se mai poate scrie: 
mii d lu] e) = %ov 


Din propoziția 6 rezultă atwmei că pentru orice 1 ci<n, Lui = Oy 


Dar sistemul (ep oceseă | eisnă liniar independent, rezultă că aj, = 0 
pentru orice 1sicn, 14âsr. 
n concluzie, pentru orice tensor tSYOU există scalarii 


B ii Ex unic determinaţi astfel încât să aven: 
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(13) tati “ee, 


(sumarea se efectuează după işi, 14 isa, 1sisn), 

Cazuri particulare 

1, Dacă V e un E-apaţia vectorial de dimeneitune n, U = VE, dua- 
lua său, tar Es fojesesse, je o bază în Y, anala ei, ai caii iu! 


va £i o bază în VK , astfea că o bază în spaţiul vectorial Y 9 VĂ va 
ti conatituită ant țej0%l] ,cu,j ee Orioe tensor tevev* va 
avea o soriere de format 


1 
(a) t=5, “oi 


Li 3 4 , 
seaiarit [54] span fiind unio determinaţi. SI €; 


11. Dacă V esțe K-apaţiu veotorial ndimenntonal, Ut şi 
B = eyiosesea | o bază în 7, atunoi fe 904] csgeh Taft o bază 
în VOY, Orice tensor ţ8 TOY va avea atunoi o unică scriere de toma: 


(15) +. ti . ee, 
ziler, icidsa 


T21. Fie Y va K-epaţiu vectorial n-dimensional, Y* dualul său 
8 e (ogneeesep [bază în 7 tar De (0,027 base astă ei. Atenei 
(ei e ati] 1<î,j < n formează o dază în spaţiul vectorial 1% E 1% 
gi orice tensor t e TOT" ne sorie în mod unio sub forma 


(26) t= Ey eri e ski 


E, er, 18tisa 


ce a 
N lau e cica de ct ăi Dă 
p în ovidaniă pai oua nu sînt alteze decit di (7), 
o riespegigie tru fi e 


„ Vom atabili „întâ o Jegătură între formele bilinia- 
20 pe emță veotenta Y și terasa + atare e Y o, În peeata : 


exeaple, avea pentru orice x,sx27 ET: 


Ei (opri) ev - ser - 207) = Ex, + za) + 
Bags) e longer) n 29) + Elegia) = Mau) = 
ap o. 


og se Pap sai celalalte pe P ate formă liniară. Intr-ule- 


Dor pm pret da gen pin ASR mem 


ret) Piete B să TD no me 
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x x Că 
P(At) = DR: Ax) 874) = Leca xp = ) Arsă 
=Az(t), 


Invers, dacă Ge (Y Ov)% , funcţia gi: VxY ——E definită 


prin 
(as) sa) sare) e ave 


este o formă bilintară. Intr-adevir, aven pentru orice Xa ET, 
Ape 


EA + Axa) = (Ax +4) 97) = & 
6 [am ex + (4 zper]e ehene] + sie] - 
Li A (me) +A G(x207) = A Etap) + s(x2,7) 


Analog se stabileşte liniaritatea în al doilea arguzent, 

E oiar că cele două apltonţii construite mai sua între mpaţii= 
1e vectoriale 70(V) și (V O Y)X sînt liniare, Ele sînt una inversa 
celeilalte, csea ca e evident din modul cun au fost construite, Deci, 
aven un izonorfisu canonio construit To(Y) 2 (veY)* i 

Mai observăm că dacă E = fegusc:se, | e 0 bază în Y atunci 
B= je, ocs] cigcn 60 bază în VEY, Atunci, dacă fe rs (V) 
are coordonatele 5 = £(ogseş), Acisien în baza fixată, forma 
” Mntară ce 4 se asootază Pi VOV —K are coordonatele F(e, ee) = 
= 2logiej) = Bag 1 tden, în dam B. 


Propoziția 9, Dacă V e un K: iu vector avem un izozorf. 
canonit între spaţiile vectoriale (VOV)* şi! Vov*, 


săi 20 ibit Mb iapa eta | 
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4 SRI, count a oua ala apa văveeris a 
enunţ an aceeaşi dimensiune deci e evident că sînt izonorte» (conform - 
(3 teoremei 7 şi teorenelo: 16, $5, cap.Ii şi 3, s2 cap.IV). Urmărin să 
punen încă în evidenţă o sagoiere naturală între el epentele Jor, Fie 
ua sere , dă 198, n tus, sist cos-. 


etruta Mitea notată Pi veY—E definită print 


a» 7 (ae) = ini 2) 0) 


pentru orice z Ey cY EV, pe monosne tensoriale şi extinsă prin: = 
n N 7, 2 9 


x 
20) Pa 97) “Pe, e ci 


ii 


„pe “ tensor oarecare t - Pas er. te pă eucu eă 
4 m o “cubbit datini. De exowgs, pesti eiiee xy văa7 EV m. 
La mer - mor - 207] =] Ca + x2) es) + 

+ Tree Er) + Frate B4(9) = 
% Teaca + 27) = ea) = ee) Ja = 0 


n fel so verifică că pa anulează pe celelalte elepente ce interviă în | 
: „ vaotortsarea dsn definiţia lui YOU. 

N 7% este formă liniară. Bă verificăn de exemplu omogenitatea. 
Avem, pentru orice t = Lise ever „ast 


PA) = rBaep]- "| fiaspeai] 
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k k 
- da [tazperi] = 33 [pi ap a e)» 


Jj=l 
x x 
= a [a 2 sr) ] =4 PF (er) = 


= A+) 


i Asocierea VIEȚI —X [4 ov, A(P) = F* pusă în evidenţă 
mai sus este corect definită. Să probăn de exemplu că dacă f£).fp,pev* 


aven: . V 
d [te + 2pee - nos - t2e6]= 0 


Introadevăr, pentru orice monom tensorial xoyeV OY aven 
conforn relaţiei (19) de definiţie a lui d: 


dle, + 22006 - noe- t20s) (zor) = 
= (& 3 12) (mer) + (ot (a) (7) + (-12)(0)a(9) = 
= [210 + toata) - 203) sa) = ta(adeta) = 0 
Folosind acum relaţia (20) se verifică că pentru orice t E VEY aven 
dle, + 22 ee - 4496 - tpes](t) =0 
d este aplicaţie Lintară. Inbr-adevăr, dacă 
e te tos, „6 Zi tes, ser (7) = 2%, C(G) = G* aven 
pentru orice monom tensorial ze e Ver: 
(78 + 0%) (aey) = a 20) 9) + Piru sg) e 


= [cre 0] tren = (r+ 0% tren. 


(da. sa/saa fase. 1 
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Relaţia se extinde la orice tensor teY 2VY prin relaţia (20), Rezultă 
deci că ; 
L(P) + L(6) = A(P+ 6) 


Analog se probează omogenitatea. 

Să demonatrăn acun surjectivitatea aplicațini liniare £ , Fie : 
în acest scop B= (esa si en o bază în V iar EX = fel] 
Daza duală ei, Atunci h = țe,ee] es, 


1<isn 


isa formează o brză în VeEY 


(conform teoremei 7), Pie 1 o fornă liniară 


PT PI—E 


Ye unita determinată de valorile pe care 1e în pe baza B. Să presu= 
punen că acontea sînt: 


(21) 5 = vioe .)' 1s1,3sn, 


Atunci tensorului 3 ETevt, 6 = 54 eX & e*l (sumare după 1 şi j 


de la 1 la n) prin aplicaţia liniară <C îi va corespunde o formă linin- 
ră pe VQV, GY= (G) care pe vectorii bazei B ia valorile: 


d 
(e, oc) =543 eri (e) exil (eg) = 53 Su Sp = 


= ua | 


pentru orice 1<k, sn. Cun G* şi VWecoinciă pe baza B An VOVY, ra 
zultă că G%* = VW gi e gurjectivă. Spațiile vectoriale VOV* gi 


(vv)* avînă aceeași dimenaiune, va fi un izonorfien, 


Mai mult, din demonatrație rezultă că G zi 8” au aceleaşi coor- 
donate în bazale corespunzătoare (B% = fe”! e eki a < 14 sa, în 


VravVi șia = je ec, ] 1Sisden învev), Prin acest izonortien, 
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bazei B'= feri geti), ian din văgvă 14 corespunde baza 


(lesee “hi csgen în VO definită prin: 
(ogoe)i: vov — ar 
1 sd 
(e,ee)* (eee) = esie,) exi(e,) = Su de 


pe vectorii bazei fixate în V QYV. Puten afirma ntunoi că, modulo acest 
izomorfism canonic,duala bazei B = țe,oe,] Ie pen din QvY este 


baza BX =fexi geti] PPR 


Corolar 10, Intre K-spaţiile veotoriele 10(Y) şi Y* EV” exis- 


tă un izomorfism canonic. In baza acestui i7omorfien, orice tensor du- 


blu covariant poate fi privit ca element al spaţiului vectorial vă v* 


Demonstraţie, Re.1tă imediat din propoziţiile 8 pi 9, izoner- 
fismul dintre Li (V) şi VXQV* fiină compunerea celor două izomorfiane 
Dacă E'= fn uecasea je o bază fixată în V, ca duala i-ai =(etil, „++ p9%0) 


îm văgv*, baza corespunzătoare va fi (io sI) 1 € 1, en + Dacă 


? er (V) are ovordonatele 
5 = 2(eşs e) 1s14, sn 


în baza fixată, atunci prin izomorfismul construit, lui £ îi corespunde 
tensorul Fi EV Ovi |, 


pt = 5, eX exil 


1J 


Analog se demonstrează că există un izomorfisn natural între 


pnţiiie vectoriale TLV) şi VEVK, respeotiv între T2(V) și VEV. 
1 E o 
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Facem observaţia că, dacă YV şi U sînt două spaţii vectoriale 
peste K, atunoi aplicația 


. 


piVzxU—VY9U, P(x) = 197 d 


este evident biliniară. Perechea (VQU, p) satisface o proprietate de 
universalitate şi anune: 


Teorema 11, Pie V şi U K-spaţii vectoriale. Pentru orice K-spa- 


sta vectorial î şi orice aplicaţie biliniară P: Vaz U ——1 există o 
unică aplicaţie liniară £ : VOU—— N astfel încît di 


VxU p vevu 


să fie comutativă (adică f-p=$). 

Demonstraţie. Deşi afirmaţia e valabilă în general, o von de- 
mnonstra pentru spaţii finit dimensionale, Pia deci n = din Y şi 

j i [i 

fe] 1si «n 0 bază în V, respeotiv a = dim U și [si] 1 edem 0 bază 
în U. Dio teorema 7, sistenul fe, e *) sign formează o bază în 
veU. 1€Jsn 
Pentru a construi pa £ va fi suficient, conform propoziției 4, capii, 
să preocizăn cum soţionează pe bază, Definin deci £ print 


f(e,oej) = P(egsei)  1ien, 1s3sn 


Atunci, pentru orice t = da Bu jloyee;) avem: 
ie 
1 să sa 
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eta d 5 Posse; )+ In particular, f(xey) = f(x), 


deci £(p(x,7)) = t(zoy) gi diagrama e comutativă, E olar că f este corect 
definită, verifioarea acestui fapt bazîndu-se pe biliniaritatea lui e . 


De exemplu: 
ea + =) ex - mor - x307 = x, + xp 9) - 
Pas) = WPzz9)= 0 


Uniottatea sa rezultă din faptul o0ă, dacă gi: V OU —-N ar fi încă o 


aplicație liniară cu proprietatea că gop = (P, atunoi g şi £ ar ooinoi- 
de pa o bază a lui VOU, deci g=f. i 


Aceaată propristate de universalitate a produsului tensoria) 
cate folosită pentru a oonstrui aplicaţii liniare de la an apăţiu pro= 
dus tensortal la un alt spațiu vectorial. De exemplu, aplicaţia produs 
tengorial al aplicaţiilor liniare v 4 Li Momeli : giu: Li —v „deti- 
nită mai ans se putea construi definind întîi aplicaţia 

Pi Va x Uj— Va VW 


P(x) = v(a) Buy) 


91 verifioînă că ea este biliniară, Atunoi oontorm teoremei 11 exiată 
o unio aplicaţie liniară Vew —-—. Va ov, notată vu cu proprie- 
tatea căt Ă 


(v Bu)(p(z,7)) = Play) 
adică 
(v Qu) (x 97) = r(2) O ur) 


ara pe extinde prin liniaritate x un tensor oarecare 


i-a 4 3 
t= )0z,0y, €-ven,. 
res, de tf] due 
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Noţiunea de produs tensorial de spaţii vectoriale prezentată 
mai sus se poate etinăe da un nunăr finit de spaţii veătoe sute, astfel, 
dacă V,s..-"Wp sînt K-spaţii vectoriale, spaţiul vectorial &r, se 
obţine factorizînd grupul abelian liber generat de Va ph subgru- 
pul generat de elementele de forma: 


(poe ee gt Tg eat) e Ceponeeogoeea) = (aaa) 
(22) 

Cape 2 EEE 3) = E (oponent) i 1$isa 
pentru orice xet; 1€ism, 4 Le Xp p EVyslet, Pe grupul factor, 
ale cărui elemente sînt nume finite de monosne tensorialey 
x, O... Ox, se defineşte înmulţirea cu ecalari din E prin: 


8 
(23) 03 1 Qi: Ox) = EA mpe... ex 


(sealarul A putind apărea pe lîngă oricare din componentele mononu- 
lut), 


Dacă E = (eu,) 1SdySny , Lisa (ns os € N) formează 
baze în spaţiile vectoriale Vaneema atunoi sistemul 
10, e see e, | 16 pen, formează o bază în spațiul vectorial 
1$i <a 
FĂ Ve Deci acd Vp) s ia! dim, V,. In particular, dacă 


= sa, = Vo = Vă se obține spa- 


a = prd dar Ve se a Vo Ve Va a+p 


ţiul vectorial. 
Te...0t e "e... er 
—— 


—p— 
q ori p ori 
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care pa mai notează v 21 e y* 2P şi se demonstrează că există un 


izomorfisn natural între acest spaţiu vectorial şi spaţiul Ta) al 


tensorilor de p ori covarianţi şi de q ori contravarianţi, Dacă 
g 2) 
dim, V=n, 2= (e, ] sign ate o bază a lui V, iar = je Ț3 cică 
este baza duală ei, atunci o bază în spaţiul produsa tensorial 
vB g 99 va fi constituită din tensorii 


, 1p+âp 


țari 
daserăg il bca iar." odzdita, „a erb 


unde toţi indicii tau independent valori de la 1 la n. Regănin astfel 
rezultatul din $2, 


Mai facem remarca că, dacă Vp Vi]  Isten sînt apii= 
caţii liniare se poate defini aplicaţia produs tensorial al lor 
a n fi 
Vie 0r, notată Dow, 1 OV, QVY! şi definită pe monoane 
. g îsi sai sat de 


tonsoriale prin 


Li 
8 Ti (ap 9:91) = (ap 9 e. ovul) 


extinzîndu-se apoi prin liniaritate pe un tensor oarecare, 
Observaţia, Dacă Y și U sînt K-apaţii vectoriale (K-comutativ) 
spațiile vectoriale YOU gi  U 9V sînt izomorfe prin aplicaţia 


a . Pine m Pine 


hezulţă deci că VEL vă OP 2 pi OP e y90 pentru orice 
get, 
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Forme nultiliniare antisimetrice; determinanti 


In acest capitol von atudia un tip particular de forme multi- 
liniare pe un spaţiu vectorial finit dimensional V, nunite antisimețri- 
ce sau alternate, Deterninanţii vor constitui un exemplu în acest sens. 


$1. Aplicația de alternare 


In tot acest paragraf V va fi un K-spaţiu vectorial n-dimensio- 
nal, iar p un număr natural, psh. Amintin că o permutare de grad p 
(pe p elenente) este o bijecţie. 6: Î12aeesep] — aj 
„notată de obicei sub forma: 


1 2 veessep 


S* le e....ste 


Mulțimea permutărilor de grad p formează un ernp numit grupul nizetrio 
de grad p şi notat,în cap. I, 8 Yom spune că o permutare este pară 
tan impară după cun mulțimea coplurilor ((G(1), 6(1))| ici, 

s(:) >5(] are număr par sau impar de elemente, Dată fiind o per- 
hutare Ge Sp se numeşte signatura ei şi se notează E sau 
dgn G numărul definit astfel: 


+1 dacă G e pară 
Es = 
-1 dacă G e impară 


E oler că E =Eg Ep, iar dacă G e inversa pernutării 


G, tg = 8 
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Pie acum 2v) spaţiul vectorial e1 formelor p-liniare pe V, 
Fie E o bază fixată în V, E= (ere? „ Atunoi baza ce-i corespunde 
Lo.. poe. 
în 2,(V). este 8 <f€ e leracteai tă ude £ a 44 


ni. xi, 


=e lg... e P1Cjiuu fiind duala bazei 8. Au vă- 


zut în oapitolul Y că orice PE TD se serie în mod unic sub format 


(63) Tea, sl e... 


unde 5 PE ÎI N, înt mP scalari numiţi coefiotenţii 
[] pseeiy Si 195) s scalari numiţi coeficienţ 


formei p-lintare 7 în baza ? (ei sînt chiar coordonatele din P în ba- : 


za 8), Pentru fiecare 6 € Lu definim acun o aplicaţie 


Lat LA) —— LI PII > Lg) =G F pentru orice P enptv), unde 


(2) : (6 P(x ocs) = Pa) acasă s(p)) 
pentru OFÂCE Xjp:s-sX, EV. E clar că GP este tot o formă p-liniară iar 
coeficienţii săi în baza E sînt legaţi de coeficienţii lui F prin rela- 


țiilet 


= (6 po... = p... = 
(20 Osea e CEDa nenea) e Mo tag) 


= % 
ca) etp) 


pentru orice test între 1 șia, 


” De exemplu, pentru n = 5, p= 3 iar 


- 1 2 3 
G = 
4-Ă 2 “ i 
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ficie tir-o bază fixată | 
dacă P € Tp(Y) are onitibinițăi. tatea | totu „szuipes 
atunoi GP are coeficienţii (94,1p13] 1<tystaiiz €5 unde 


[:] Dă ş = . . 
1) toi Ei si terta) te Cut Astfel, 'aven: 


0au5 = aa sau 0ssz = Es 


aplicaţia de 77) —— 10) unde ces, 


oarecare, este o aplicaţie liniară, Mai mult, se constată imediat că 


e o pernutare 


dot) = (SEP = G(B7) sigi dy (2) 
pentru orice 6,% € pe per (De Rezultă în particular că pentra orice 
Ge Sp, aplicaţia 43 e ti invozaa oi fiind. 


In cele ce urmează von presupune că, caracteristica corpului E 
este 0. Atunoi von putea vorbi despre înmulțirea veatorilor unui K-spaţiu 
vectorial ou scalarii Li pentru orice p natural, p40 


Detiniţie. Aplicația At : ? pD— (V) ce asociază oricărei 
" forme p-liniare PF forma p-lintară PA Alt Ş gi definită prin: 


W- At 7 = în Ea aia 


este o aplicaţie liniară, numită alternare. 


Propoziția 1. Pentru orice G e Sp avem At ode = ase 4. 
şi 4 * Alt = Ec mt, 
Demonstraţie. Pie FE (V); Atunoi, A1t(2Cg (7)) = Alt (G 2) = 


. în Zaft BG 7) = Ec dn za E ug(zer) "co ba Eş(şn 


=Eg Alt (2). Analog, eg (Alt 7) = O ( i da e (87) 
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4 Iza, eu (ce - es 23, âxtc 8 7) = gate. 


Propoziția 2, Aven egalițatea: 


At e Alt = Alt 


Demonstraţie. Contora propoziției 1, pentru orice PE 122) 


avon: 


AMICALE 7) = Mt ( că Zei 5 » = 4 Za, ee ut (67) 


- 3 dez, Ec AL = Âr Patty ae 


= A16 7 


(întruoît carâ(8,) = pl) 


In continuare von stabili legătură între coeficienții formelor 
p-liniare P şi Alt P într-o bază fixată E = (eaoeeea] a lui Y. 


Propoziția 3. Dacă coeficienţii formei p-liniare P în baza 
Ra le» «sang [i sînţ (Es ] 1 ipcocei &n atunoi ooefioienţii 


Pormei p-liniara Alt P vor fi notaţi 5 [în moessi ] gi daţi de: 
Pin ata tatei Bled BE e AR Sa i EL p] Li 
i e IA pei e mei in Pda Pe a 


= în desptet, 


o(a)esei s(p) 
penţru orice Apo enste de la 1 lan. 
Demonstraţie. Folosind definiţia alternării aven: 


E [simuuaje 228 Tosa, > = dn datate Die, peer) 


sas, 


7 PER pr cop) în 63, Etauy---tetp) 
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Corolar 4. Dacă PET p(WD are coeficienţii 


6 
eco e ipuâyen 


într-o bază vizată E = Ves] înv, atiuireă. Ditza orice 
Xa ET IX; =, , 1<iep, aveai 


(41% 7) (zpreeeotp) = i st şi E A 


Demonstraţie, Alt F fiind formă p-liniară, 
aa ai, Y Ea Ls 
(At Pazpoecenzp) = CAI 2) (Ea exe fn *) = 
ZI rp UI a s BE n] 
y CRY 83 (ep inert) E Li Te 
(sumarea sfeotutndu-se după toţi indioii de la 1 la n). 
Bremplu, Dacă p = 2, PE Tp(Y), atahoi dacă 5, = P(or9), 


11,4 € n (unde E = jegos] este p bază în V), rezultă dă: 
Es] = 7 CE 5 


rupul 53 avînă doar două permutări 6, = (1 2) și Ga = (3 4) tar 
E,» +1, Egg = =l. Atunoi, pentru orice x fie, y =1le, ev, 


avent 


(azt P(x) = dr CE - zeii. 


$2. Forme nultiliniare antisimetrice 
Date fiind două nvl imi de n? acalari (6) 15 tpesâ en 
2 a îaripj 1 ies e n facen observaţia că pentru orice G € Sp, 
avan: 3 Ce a 1 ag zista)*::iete) i 
sees d isay"istp 
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întrucît în ambii membri, se însumează aceiași termeni, doar ordinea 
lor diferind. Acum, daţi fiină n2 scalari] şi he Sijsn” rezultă ime- 


diat că pentru orice Ges, 


i 
15) &(p) 1 te 
LE să, "fica Pis 


unde $ =G7L, oăoi în ambii membri aven aceiași factori, diferind doar 
ordinea lor, De exemplu, dacă p = 3 iar 


atunoi: A e Sarei 
Ba pa gi 


gi avent 


Mp Sâ pi e ie 248 2 
Fa th Ta Tata 


Definiţie, O formă p-liniară P pe V se numește antisimetrică 


sau alternată dacă pentru orice ses, aveni 


a) Ghe 


Propoziția 5. Pie Fer (V), E = Venera j o_bază fixată 


în V iar (84 4 | coefioienţii lui P în baza 8. 
a: e Xe IS ipescolya 


Sînt echivalente: 


a) F eate formă p-liniară antisimetrică 


b) Pentru orice ses IS ie £ n, avent 


a 5 =Egă 
(2) tsee--tetp) * CS fiec, 


254 


0) Mt P=P 
d) Pentru orice 1 Sipote $ n; avent 


. 


(3 Bit, Li d ERE i în datei etnie 


penonsțraţie, 3) 4—>b). Dacă P este antisimetrică , 
(Gr) Șapte) = Egog o+:++84) pentru orice Ge 8% 
LE fiec) £ n. Folosind acum definiţia lui SP gi coefioienţii 


lui F în baza E, obţinem relaţia (2) din enunţ. Reoiproo, zii condi ţia 
(2) este satisfăcută, avem pentru orice Xeo, x: a î » 


1<ksp folosind observațiile de la începutul paragrafu! uit 


(Pass) = Ha gcaperert o(p)) = 
4 1 = & e 
uit Si iti E 149 ie TEL! E a ci 


4 tea) Ş 1 6tp) 
ia)" G(p) 6(1) .... S(p) Rs 


ar 1 i 
Cici cip ta fetus, E : i 


= te Poet) 


şi d00i GP= EGP pentru orice GE 3 y 


8) —p 0) Cum prin ipoteză GP= E P, pentru orice Ge 8pe 
toţi. termenii sumei Za Eg (GF) sînt egali cu P iar întreaga aună 
pă ; 


esta plF, Rezultă că At FP=PF, 
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Râoiproo, dacă Alt P = 7, atunoi oonfora propoziției 1 ȘI, 
GP = GAltP= EgAlt Pa EgE şi P este entisinetrică, 
Lă 
0) a— d) Rezultă imediat folosind propoziția 3-61 şi faptul 
oi o formă multiliniară e unio determinată de coeficienţii săi într-o 
bază fixată, 


Observaţie. Dacă P e (V) este o formă p-liniară antisine- 
trică, atunoi coeficienţii săi într-o bază E = ț0,s+.0,] fixată în Y 
sînt caracterizați prin: L 


O dacă numerele Ames nu-s toate diatinote, 
(a) 64 na 
pe 
Bi sa)-“""iotp) în cas contrar 


unde 6 e o permutare de grad p astfel ca 


is) d cana Gh G (p) 
Introadovăr, dacă 1, = 1 pentru 1„sk, sspe EX 4 8. atunci 


) La POD PeDR Pot 8 = i SĂ Alle Mda ai PI al 84 
â plina vă P a ba aha Pa 


. 
şi oum î, = in» rezultă mi Moti “abia tube = 0, deoi 


că > oua AA 0. A doua afirmaţie rezultă imediat din propoziţia 5, 

Sfin 
In oonoluzie, vom cunoaște complet forma P dacă von cunoaşte toţi 0o0e- 
fiotenţii Sci, oa i <ia < ese cip + Aceşti coeficienţi se numesc 


coeficienții strioţi ai formei antisimetrice PF, = 


Reviproo, avon următoarea: 
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propoziţia 6. Daţi fiind 02 soalari Îsi uepeuaetp cai 


există o unică formă p-liniară antisimetrică P care să aibă aceşti sca- 

Lari ovefioieaţii săi strioţi într-o bază fixată a epaţiului vectorial 
Demonătivaţie. Aven de demonstrat doar existența, unioitatea 

sezultină din observația de mai sus, E =.(0jp+-.;0, | fiind o bază 


fixată în spațiul vectorial V, iar RX Ca NP fiind duala ei, 
conatruia forma p-liniară Pa 


P = Bi sil e... o» 


astfel înoSt coeficienții săi strioţi să fie soalarii daţi, ocefieienții 
cu indicii nu toţi distinoţi să fie O iar pentru orice cuplu de p indioi 
(ăgaeesvdp) toti dstinoţi, 4 


= € 
Bump 7 € $ Pigca)ecnăg cp) 


unde id e o permutare astfel aleasă încît 


ea) LL spoie <detp) 


Forma F astfel oonstruiță este antisimetrică, respeotiv pentru ortoe 
ses, avem pă : 


% = 
Lcta)-:-"Lotp) Ee E-:-4) 


oricare ar fi 1£ Supe n. Într-adevăr, e suficient să studiem ca- 
zul oînd inâioii EREI sînt ăoi ofţe doi distinoţi căci, în caz 


contrar, ambii membri! ai relaţiei de mai sus sînt 0, Pie atunoi 9 
o parmutare astfel ca E 
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1 oa)“ <i getp) 
Atunoi 


= Ea 5 
Bioa-:-totp) * 0 “Lest)"""l esp) 
Pe de altă parte, 
g =E0 5 
Ape $ Apeagaz0i e(p) 


unde $ e o permutare astfel aleasă oa: 
1 105) < o... € 1 ş(p) 


Dar atit Și oc) |ierep sit si [i Şef ic xep ToPrezintă în- 


dioii ți] 1Sk<p aşazaţi în ordine crescătoare, deoi sînt 1denţioi 
Ş(3) = O( G(a)),sc.., $(p) = 0(6(p)) 


deoi Șa = 96 şi €g=EpEc de unde obținem relația care trebuia demonstra- 
tă, 
Propoziția 7, Pie P € % (0), dim = n (p sn). Sînt echiva- 


lentet 


1) 2 este antisinetrică 
2) Pentru orice Xeo ou proprietatea că x; = 4,1 
. 


pentru un 4, lsi<p avea: 


Poeta Xiyanoeertp) =0 


Demonstraţie, 1) —p 2) Rezultă imediat că şi în observaţia 


ia mat sus, considerând permutarea 


-. 


, -a, 
i i ăi Aa bi Iad 2 
pis Yv-u „200 d, ] 
af Docuae Aa ae ca ca 
PTA fe âetiii naut 
Ea = -1 dar 7 fiind antieinotrică 


(& age otet vara) > Proc eigas Xqresesăp) 
a (o) Pooeentas i ile 
cun ein: ipoteză Xj = Xqyg tax caraoteristioa de e diferită de 2, 
E sesarea Pee ssags Ziare in 20, 
2) Stabilin prin inducţie că ta est de la a doua 
„ atimaţie pina că ziare orice Ata, avem: 
Perna = e i A A ERINII 


De atei va rezulta că pentru orice 6 45, Ta gareeei a(p)= 

| Ep P(zpoonnaăp) 3i deci 7 va £4 antisimetrioă, Pie dei, pentru înce- 

„put, d.= 441. Atunoi « 

D= Bine tgtiggas Fatăagaeeeaă) 2 Prooeeotg oase eeoxp) 

00 9 Pmpnesentga Xgggooneatp) + Pregatit) + 

vă + Pgasneoigaa Tupareneatp) e POrgroecoXge Lppgsoocozp) + 

E i m pi I | 

Da unde, , | 
i apnee Tare) = Datele au Xnooentp) i 


Presnpunen aoun proprietatea adevărată pentru cazul oînă 
j > A (ao), 7 =l>1 gi o demonstrăm pentru j = i+r, Vom pormuța 
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argumentele x şi Tir prin trei transformări succesive, folosinăn-ns 
de ipoteza de indnoţie: 


P(x poe goe ela ees%p )a pi A 2% i, 1) 


, 
i ir Ea Mă 


= P(x ee oana "Xp ...Xp) = 
Ar der 


DES i lin e dă ra x ee sp) 
y ir rr 


(indioii folosiţi inferior au rolul de a marca poziţia argumentului 
aflat în discuție), 


Deoi proprietatea va fi adevărată pentru orios j>i, 1% spe 

Observaţie, Această propoziție, ce dă o caracterizare a forme 
lor p-liniare antisimetrice, ne va fi utilă în studiul deterninanţilor 
Pentru p=n = aia , ret, (V) formă n-liniară entisimetrică,coeficien- 


1 
ţii într-o bază E = (ere+019a | Pizată în Y sînt caracterizați prin: 


Lb] dacă indicii LE ELETE 5 
nu-s toţi distincţii 
(5) Bipesi = 


E6....a dncă 1, =G(1)pes.. 
1, =6(0),unde es, 


i 
k 
Atunoi, pentru orice Xe EV, ZX ai î8 se 1$ksn avent 


G(n) 
gs 
(6)? Pzpseser = datei: .s..p s.. Fa 
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sumarea fioîndu-ne după toate cele n! permutări ale grupului 8. 


Relaţia (6) reprezintă expresia unei forme n-liniare antisi- 
metrice ? într-o basă oarecare a spațiului veotorial n-dimensional V. 


9. Determinantţi 


Pie V = SD spaţiul vectorial al matricelor coloană de 


tip nxl, Dimensiunea acestui spaţiu veotorial este n, iar o bază a sa 
(baza canonică) esţe constituită din matrioele 


PO. „00 


1 
(] 
(a) B, = i PI mea, 
[] 
[) 


Pie acun A€ AD, A= (0493 1,3 «n iar Ceea 00loa- 
nele salei 


bati “n 
LIT Li] , : pa... 0, = E 
ii “an 
: de 
Pentru orice 14k<n, CL = ax si 


Propoziția 8, Pie V = oua (E) tar 7, i Vi —= Ko formă 
multilin: antis ou proprietatea că P(Byseer8) = 1 e 


Atunoi, pentru orice maţrice A€ 4, A= (a) 4,dsn avînd 


001oanele 1) ... snt 
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Afirmația rezultă iwediat din observaţia de la sfîrşitul $2, 
avînd în vedere faptul că în acest caz coeficientul Baa = 
= Pa(E9 sees) = 1, 


Din observaţiile de la începutul $2, rezultă de asemenea că, 
pantru orioe matrice A ek, LD (as) 1si,jen aTent 


(3 dz, £6 4 6(1)'*"4n o(n) * ES, CE *o(a)a"""* G(n)a 


Intr=adevăr, pentru orice G es, luînd 5 = cl, avem: 


“(a)1 ***2 c(n)a * î1 &(1)***ân (n) 


Cînd G  parourge toate elementele grupului 8,, atunci și 
Bas” parcurge pe 8, şi cun Eg = Ey se obține relaţia (3). 


Definiţie, Dacă A ek), A = (as pas 4,dgn Be numeşte de- 


terminanțul lui A şi se notează det A suna: 


(a) det A “aa, în paiete 


In baza celor discutate nai sus, rezultă că det A = det AS 
(s-a notat cu At transpusa matricei A). 


Observaţie. In propoziţia 6 $2 an stabilit că există o unică 
formă p-liniară antisimetriocă oare să aibă [4 soalari daţi drept costi- 
cianţi strioţi într-o bază fixată a spaţiului vectorial n-dimensional V. 
Dacă p = n, atunoi forma are un singur coeficient strict: Ea: ri 

tfol încît rezultă, în cazul particular al spaţiului Y = Pa (De 
axistă o unică formă n-liniară antisiretizică P ou nroprietatea că 


WBunnetsBp) = Bqseee p a e Din propoziția S va rezulta că această 


(da. sasea [ase 
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formă are proprietatea că pentru orice matrice A€ 0.9) avînd coloane- 
le Ones B(Op pe +10) = det A. 


Teorena următoare va soluţiona aceeaşi problemă pe altă cale, 


dînă practic o metodă de calcul a determinanţilor matriocilor de ordinul n. 


meorena 9. Pie Y = by A): Extată o unică formă n-liniară 
antisimetrică 
n 
ARE VIE 


ou proprietatea că P(E.po:-,5) = 1 
Demonstraţie. Existenţa o denonstrăa prin inducție după n, 


Pentru n =2,V= bazat) iar aplicația F> + y2 ——— K care 
asociază la orice pereche de coloane (0 +02) = v2, 


c, - (22) . 03 = (ul) soalarul 


Pa (01102) = ay1422 = 2y2%20 


eate evident o formă biliniară antisimetrică cu proprietatea că 
Pa(E)+B2) = 1, unde 8 = (3). 3, = (2) „ Observăn că de fapt, 
Fa(0.+03) = det A, unde ae LX) este matricea cu coloanele C10a+ 


Presupunem acum că proprietatea este adevărată pentru n-l şi 


definim în cazul V = PI AU 9) funoţia 7, : NILE estfel: pentru 


orice Cs eola €e vV, unde 
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construia matricea A = (aa e 1,4 <n avînd aceste coloane. Fie 43 


matricea obţinută din A prin înlăturarea liniei i și coloanei j, unde 
. 
i gi d sînt arbitrare între 1 şi n. Deoi, 


99109191 la Es "an 
? [i 
Biogaeeeâgoa gol Aia ja eta n 
(5) Ag = Apune iea del Sia ea “Al n 
A e 


. . 
. - 


| Rog âp ja a Psi ** an 


i] 
Dacă notăn cu ORE 0 Ol pe0l coloanele acestei matrice şi 


aplicăm ipoteza de induoţie, există o unică formă multiliniară antisi- 
metrică Pot (caca pa (UD pna —— X care pe baza canonică a spaţiu 


11 (acayaa D să ia valoarea 1 şi pentru care: 


dota) = Pai (Ol, mees0.a e da rep) 


Atunoi, pentru orioe i fixat arbitrar, 1s<isn definin: 


E] 
(6) D,(070 +07) e di a. det (443) 


Demonstrăa că funcţia 7, best „construită este multiliniară 
antisimetrică, Veriticăm de exemplu liniaritatea în primul argument. 


» 
EA 
Pie deoi d pEr, tar BE ba = | i ) 


tunei, dacă notăm ou ie An) matricea avînd coloanele CC, + PBPasoe 


.. s9pe aven: 
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(7). PCC 07+ PBis 0aseees0) = (DDC aşa + Poqp) det) * 


+0) 1%2 ap det(E4a) vecee(-DDi2 aet (î,)-. 


Pentru orice 2 sj<n, aplioînă ipoteza de induaţie şi folosind 


notaţiile de mai sus, aven: 
det(ă4g) = Puoa(04 + PBus0aee+003-ae Oase 040) 
ao (00900 pie z304 0!) 
iai n-l ( = Iduri Va: jr? i i Na i, n + 
[ [) [ [] [] 
* Paza (Bar CaooeesCyas Cuare++00a) 
iar pentru j = 1, 
ant (App) = det(Ag7) = Paca(0aseees0m)e 


Astfel, din relaţia (7) obţinen: 


(8) 2p( Op PBas0asee0i07) st [CDI asa Pasa (052-002) 
4(-1)142 ap2 Paca (04403520 0000)ecet(-0)2 aş Taca(040=*101-3)] 
+ PÎODII bas aca(0hoeees0h) 40-10) ia 27a oa (84400) 
pia 


Li 
pese ai Pi (81 +0as-10a-a) ] Pi 


= E Pp(0pre0000q) + fe PCB Cao Ca) 


Pentru a verifica antisimetria lui LAC fie pentru un k oareș 
care, 1$k<n, Ck = Ca „ Matricea A devine, înlocuind Asa CU Aso 


line 


] 
Atunci, pentru 14 in, fixat, arbitrar avem: 


Pa(07nee200p) = (DD det(agg eee et(-0)1%E aj, det (Ag) 
(oala dat (Aug ee et(o1Di2 ap, det(A4p) 
=(-D4%% [ag det (Ag) = ape det (Asu) ]] = 0 


deoarece Aj = Ay] iar restul termenilor din sună sînt nuli din cauză 


că în matricele A, pes. A ...Ă cîte două onloane sînt 
pă ua da 


o gale (iar 7, este prin ipoteză de inducție antisinetrică) 

A mai rămas de demonstrat faptul că pe baza canonică (era) 
a spaţiului La (K) forma F, ia valoarea 1. Maţricea avînd coloanele 
BpesssB eate matricea unitate I = (549 1€ îșdsn? 543 —fiină sim- 
bolul lui Kronecker, Pie, pentru 1<isn fixat, ca mai înainte, I 14 
matricea obţinută din I prin Prest, liniei i şi coloanei J, E olar 
că pentru 1 4 4, det (14) = 0 iar pentru d = 1, det (1,4) = 


n (EloeeeoBicgo Bis eeesB4) = 1. Apliotnă aoun definiţia (6) 


dată lui 7, avent: 
Pa(Byy sees) = (oii Suj dat (1,4) = det Ip =1 


ceea ca încheie demonstraţia existenţei, 
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Unicitatea lui A rezultă din propoziţia 8, căci o formă multi- 
liniară antisinetrică 


LA buza 00)" ——E 


oare satisface proprietatea că LO IEI) 9) = 1 e caracterizată prin 
faptul că pentru orice Oprea Eh), PA(0790**50p) = det A, unde 
Ae A) este matricea cu aceste coloane, Atunoi, dacă 


n 
LL A Li (0) —— E ar fi o altă formă multiliniară antisimetrică 


ou GA (Bare e8) = 1, avent 


Op(0aseees0p) = sta a PA(Ogoaees0a) 
pentru orice Cypse+0p€ Sa (0). 


Vom face acun cîteva precizări cu privire la terminologia 
folosită şi la oîteva notații uzuale, Dacă ACE (E), A = (aa s sea 
. 


detemminantul său se notează în mod obișnuit: 


= 82*****%1n 
“2 Bâar+ 1% 


Pentru orice 16î1,j < n elementul (oi det (4) apărut în demonatra- 
ţia teoremei 9 se numește complementul algebric al lui 24 în A, iar 
det (443) se numeşte minorul lui a în A, Pe parcursul demonstraţiei 
teoremei 9 am pua în evidenţă relaţia: 
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Fi 
P(0peees0p) = det A e dart a, det (44) 


care se numeşte dezvoltarea determinantului matricei A după oomplenen- 
ii algebrioi ai liniei i (i arbitrar, 1$i <n). 


Mai mult, întruost det A = det At, even şi: 


n 
det A = bb a. dota) 


(4 arbitrar, 1£ n) oare reprezință d; t dete: ului ma- 
tricei A 4 complemen! a [i ei |. i 


Ultimele două relaţii reprezintă de fapt ohiar formulele de 
oaloul ale determinantului unei matrice AC () 


Definiţie. Aplicația det 1 c/p,(E) —=K ce asociază oricărei 


matrice A€ Lt) soalarul det A pi san 6 2 (1)1***4 G(n)a 
se numeşte determinant de ordinul n peste corpul K. 


Conform teoremei 9, pentru orice A€E A), da coloane 


Os enesCa aveni 


det A = Pa (075 ea) 


unde 7, este unica formă multiliniară antisimetrică 


Pat (bb axa (09) —— E ou proprietatea oă PA(Bys+e+Bp) 3 1+ 


Pe baza acestor observaţii, putem formula acum următoarea: 


Propoziția 10, Deţerminantul de ordinul n peste corpul K are 
proprietă ţilet 

1) Deţerminantul unei matrice depinde liniar de coloanele 
(liniile) matricei. 


268 


2) Dacă într-o matrice A două coloane (linii) sînt egale, 


3) Dacă în matricea A se permută două coloane (linii) atunoi 
determinantul îşi schimbă semnul. 


4)_Dacă la o coloană (linie) a unei matrice se adaugă altă 
coloană (linte) înmulțită ou un scalar, determinantal matricei nu se 


sohimbă 


5) Dacă toate elementele unei coloane (linii) într-o matrice 


sînt nule, determinantul său e nul, “ 

5) Dacă A€/,(£) şi 0jss:+:0, nînt ooloanele (liniile) ma- 
tricei A, atunci: 

det A = 09 (0,p.-:10, | este sisten Liniar dependent 
în Wa (8 


Demonstraţie, Proprietăţile 1) - 4) rezultă din proprietă- 
ţile formelor multiliniare antisimetrice lar proprietatea 5) din dez-. 


voltarea determinantului unei natrioe după complemenţii algebrioi ai 
' unei coloane (linii). Von demonstra deci doar ultima proprietate, 


Buficienţa. Dacă (0002) este sistem liniar dependent, 
există i, 1si<n astfel ca 


n 
o, iu c, AER, 1ien, si 


ți 
1 
Atunci, folosind notaţiile de mai sus, aven: 


L.] 
det A = Pa(0ar+:+10a) = TCOpree dA eee). [+] 
Li 


7 fiind o formă multiliniară antisimetrică. 
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Necesitatea. Presupunem prin absură că dat A = 0 şi totuşi 
Top neee0a ] este sistem liniar independent unde 4) ien Bit 


coloanele matricei A. Deoi, putem afirma că, Oprea] este o bază în 
DARE 3) și în concluzie, în această bază putem soriet 


Li Da c, Y L€ien 


: n 
Atunoi P, fiind unica formă multiliniară antisimetrică, Ft [0 AIRU9D) —E 


cu proprietatea că det A = 7 (Cysee:s0p), tar (Oprea | fiind 


o bază în ADs rezultă din observaţia de 1a sfirşiţul S2 că avem: 


a n 
1 = P(RoneesB]) = 2 dotin Dperei dia n 9 
îi Enes! UE 


= Gas, £e Bi...n 
unde sa = Ta (Op eees0) = detA=0 


Se ajunge astfel la o contradicţie şi deci (0pveeslal esta sisten 
liniar dependent. : 


$4. Determinantul produsului a două matrice 
natrice inveraabilă 


neorena 11. Pie ABE cb (KE). Atunoi, det(AB) = det A.det B 


Demonstraţie, Dacă A = (24403 cica E = (ia ci,s<a 
"1e C matricea produs AB, deoi C = (os) e 1,jsn unde: 


(a) o; 2 m Du E 1ica. 
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soriind relaţiile (1) pentru j arbitrar, fixat aven: 


Ca = = Dzeu big . 
n 
nj = mag 


Notînd ou AjpseosÂg coloanele matricei A şi cu Ca peaes0p 0oloanele 


matricei 0, relaţiile (2) sînt echivalente cu 
(3 NT m A - 1€isn - 
El : 


Atiunoi, dacă 7, t (buy (E)) —=E este unica formă multiliniară anti 
simetrică cu proprietatea că pe baza canonică (Bee) din 


FE pa (Eds  Pa(Bpoeee93a) = 1» avem: 


det (48) = PA(0js++0407) = Pa pană feză Daia 3 d 

lead (07 eee) «e Za 2 Ap Za în » 
n n i. 

în Did a i i zi j 

e A ae n e? Tu e Abia 14 


E: bo(a)a*+*b oca)a Pa (AG(a)r+:*s4 (a) = 


= (Zaza econr"botaa ) 7, (jo eeetg) = 


= det B, det A = det A, det B 


(K fiind corp comutativ), In demonstraţie am folosit multiliniaritatea şi | 
antisimetria lui LAT 
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Dafiniţie, Pie Ac (K). Spunem că matricea A€E./p(X) 
este inversabilă dacă există o matrice Ale Abu(E) astfel ca FT) 


AIA n 1 ( sh (i) fiind matricea unitate). Matricea A7L dacă există 


este untoă şi se numeşte inversa matricei A, 

Definiţie, Spunem că o matrice ae (R) este nesingulară 
dacă det A 40. „ 

Teorema 12, Matricea ic DR) este inversabilă dacă şi numai 


dacă este nesingulară. 

Demonstraţie, Pie A inversabilă. Bristă deci Ale (E) astfel 
oa ML = AIA = 1, Atunoi avem: sta , det A] = det 1 = 1 gi cum ă. 
aste corp, det A 40. . 
Reoiproo, fie det A = d 4 0, Oenstruin efectiv matricea a 
oare va fi inversă pentru A, 


Pie A* matricea reciprocă a lui A, respectiv 
” 4 
4) a, = (oDDtd det (4) — 


(deoi e complementul algebric al elementului de pe liniar i coloana j 
din matricea at), 


Demonstrăti 0ă AAX = A%A = 47, Pie 0 = AA%, 0 =Cos)a ein 


unde: 
I=3 ri n k 
(5) og 25 îşi = a î. det (43) 


pentru orice 141,k 6 n. Aven de studiat două cazuri î 


a) Dacă k = îi, atunoi avem: 
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n 
(6) aş = Dida, dota) = det asa 
j=1 = 


b) Dacă k 4 i, considerăm matricea Î, obţinută din A prin în- 
locuirea liniei k ou linta it 


ir b RE DT Pe e îi 

sosete aenteasestesasa 

Apgeeene neagra ce stip 1 
î = Sana axe Poe apoasa 


Bjjocenoseâgge .nateeBsp 


ttsag isi Ta 


(am presupus pentru o alegere că i <k), Atunoi, minorul elementului a 
din matricea Î, este În . Ag „ iar elementul de pe linia k coloana j 


din î este îy = age Cun det Î = 0 rezultă din (5) că: 
n ps 
(7) Os» LD î,g det(î,p) = et î 0 
Iu conoluzie, AY = ar, Analog stabilim că AA = a şi oun 440, 
rezultă: 
(8) A = 4% 


Propoziția 15. Dacă A,B-€ cb, (E) sînt matrice nesingulare, 


atunoit 
1) AB este nesingulară 
2) (aB)-l a Boll 
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Demonstraţie, 1) rezultă din faptul că det(AB) = det a , det B 
şi oum det A 40, det B 40 iar E e un corp, det (AB) 40. 

2)rezultă din unicitatea matricei inverse şi din faptul că 
matricea BlA”I satisface conâiţiile din definiţia inversei matricei 
AB, 

Definiţie. Pio A€ hazp(E), m,n întregi pozitivi iar K un corp 


oonutativ, Pie LE RRELE It) daneeerdp unde 1€p $ min(m,n) numere întregi 


asttel ca: 
161, < 13 < sees. <1pen 
18 dp < da < memee <dpsa 
Matricea 
Si dp00900 0900049) 
SI . 
Îeeeeeeesea 
ip 4, 


se numeşte submatrice de tip pxrp a matricei A. Deterninantul unei sub- 
matrice de ordinul pxp se numeşte minor de ordin pal lui A. 


Definiţie, ' Spunen că matricea A E baa(k) are rangul r 


(O < r s min(n,n)) dacă şi numai dacă există un minor de ordin r nenul 
şi toţi minorii de ordin mai mare ca r sînt nuli. 


meorema 14, (Kroneoker), Pentru orice matrice _€ Waun(E) aven: 
rang A = dimg Sp(0pseees0p) = dimgSp( (asecee Ca) 


unde 04 uu(K) 1€isn sînt goloanele matricei A iar Pi aa(t) 


! său sînt liniile matricei A+ 
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Demonstraţie, Pie A matricea: 


Rp câe 21 șa*****%an 


PEPI PE 
Bppete+Apn rmy]*****Axp 


2411* 


Anzlr Anvlr+a***Arșln 


.... 


în Mae Sarpl*"+**dan 


Observăm că, dacă permutăn între ele liniile şi coloanele matricei A, nu 
Be sohimbă rangul acestei matrice, Dacă prin ipoteză rang A = r atunoi 
puhen presupune că minorul de ordinul r nenul se află în primele r linii, 
şi coloane respectiv în colţul din stînga — sus a] matricei A. 
Pie Li = (aygoeeenâgp)eseee La = (ag se an) liniile matricei A privi- 
te oa vectori în EU 3) ce x „ Prin permutările care le efectuin asu- 
pra coloanelor matricei A pentru aducerea minorului nenul în primele r 
linii gi coloane, se schimbă între ele componentele acestor vectori, dar 
relaţiile de dependenţă (respectiv independenţă) liniară dintre ele se 
conservă: 

Ne propunen în continuare să arătăm că rang A = 
= din Bp( banca [A m)+ (Analog ge poate demonatra şi relația 
rang A = dim Bp(0 eee e10 9) Pie deci r = rang, p= dsn8p( LEE [A 
iar prin ipoteză: 


A 


ApjoeeeeeBup 


D= ......v.n... 40 


Le La tsi 


Dacă primele r linii ale matricei A ar fi liniar dependente, la fel ar 
fi şi liniile deterninantului A - deci e] ar fi nul - contradicţie, 
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Rezultă că lintile Pissssa (, ade matztoat A stat liniap fadependente 


şi deci r $ pe 
Pentru a arăta că avon egalitate, va fi eufioţegt să erătia 
că pentru orice i>p Mata  Î, se exprină că o combinație dtatant 


de liniile  snnesa LR Constdezip în acest scop detezninantul de 
prâia p+ 1 
Le! băii Ti 4 
(9) A Li m ii 1 7] 
Dpao000fgp “ 


obţinut prin bonănrea dt d ea dinte iată (,(4>0) pi colenanie 
03 » d6âden, Dacă dcr, stwmot A. îmtoact$ are două coloane 


identice, Dacă pă <ica, Ag. întpuoît este un minor de ordinuă 
x+1 al matricei A (oaze prin ipoteză ore rangul 2), Desroltină deterale 
nantul Ay după ultima sa coloană avem 


(0) 43014 * Aphag teens? Apag tes =? 


unde Age A aînt complenenții algebric ai elezentelor de pe 
vltima coloană. Ei depipă doar de elementele de pa primele r oploane 
şi sînt aceiaşi pentru orice 14d4n. Transpunind în notații veotoria= 
le relaţiile (20) ce an doc pentru opice 16jca are 


Ap atestă, t, *at, . 9 


ceoa 06 denonstireacă că rectorul ps ban e o combinaţie liniară 
de veotonti baneese ț, şi decit 2» pe 
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Obaervaţie, Din damonatraţia teoremei ]4 rezultă în particu- 
lar că, dacă matricea A are un minor de ordinul r nenul cu proprietatea 
că toţi minorii de ordinul r+1 care-l bordează sînt nul, atunoi 
rang iz. 

„Corolar. Dacă Aech,(E), atunoi det A 4 0 e liniile (colet 
nele sale sînt liniar independente, 

Propoziția 15. Pie Ah p(E) BE buap(K)_memsp EN. Atunoi 


45 e % axp(D) şi avem relaţia: 


rang(AB) <£ min(rang A, rang B) 


Demonstratie. Fie: - 
LET Ă "bygeeoe«Dap 
A-= B = 
21*****Aan bpa****Pap 
ce b ghid 
AB=0= 
L C++ <*0mp 
unde, din definiția produsului aven: 
n 
a os = Doaig Dx „ I&ica, 1<kp 
Îi 


Pie B, = (bag Pap) see*Ba e (bp***Pnp) liniile matricei E iar 


c, = Cogge ee 0yp res ees0a = Cop ****Cmp) liniile matricei c. Scriind 


formulele (11) pentru 14k£p, avent 


943 Fe 3 LE? 


d=l 
(22) Ş si 
Cip = PR 213 Pip 


sau 


(3) a 04 = des 53 


Deci, vectorii Osea, e uxp(E) sînt combinații liniare de 


Ba poetByu€ DAR) şi atunoit 


(14) Bp(0 see +07)% Sp(Byse++sBp) 


In concluzie avent 


(15)  rang(48B) = dimpBp(0]» nn a0) € din8p(8+ .. *Ba) = 
= rang 3 
Imegalitatea rang (AB) $ rang A se poate demonstra făcând acelaşi 


raţionament asupra coloanelor matricelor sau folosind faptul că rang A= 


= wang At pentru orice matrice A. Atunoi rang (AB) stang (G8)t) = 


PA 
= vang(Btat) s rang(At) = rang A. 


Rezultă acum imediat următoarea: 


Propoziția 16, 1) Dacă B e o matrice 


Beh 


„(£)_ tar AEWusp(E) o matrice oarecare, aven: 


" xang (48) = rang 
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2) Dacă A e o matrice pătratică nepingulară, AC/,(E) tar 


B Eh ura(E) o matrice oarecare, aven: 
rang(4B) = rang B 


Demonstraţie, 1) Fie BE O „(X) » matrice pătratică, cu 


det B 4 0, Atunoi B este invergabilă. Pentru orice matrice Alt) 
avent 
A = (4B) Bl 


Apliocînd propoziţia 15 obţinen: 
rang A = rang ((AB)B1) < rang (AB) 


Dar tot din propoziţia 15, rang(AB) £ rang A, deci aven egalitatea. 


Analog se demonstrează cea de a doua afirmaţie, 


$ 5. Spaţiul vectorial a] formelor nultiliniare 
antisimetrice, 


Ș In $2 am definit noţiunea de formă multiliniară antisimetrică 
pe un spaţiu vectorial V, Propoziția 5 din $2 a dat o caracterizare 

a lor, Dacă n = dim, V iar pEN, pn, von nota cu A p() mul ţinea 
tuturor formelor p-liniare antisimetrice pe V. Dacă F,Ge Ap) 


atunoi pentru orice GEs., GP=-EgR şi GG = Eg G. Aplicația 


p? 
notată în SI <q : TV) —— TD, usi (7) = G 7 fiind liniară, 


Y aven: 
6 (746) = Car(246) = (P) + ke (6) =67+G6G= 


= EG P+ Eg G= Ec (2460). 
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şi F+Q este antisinetrică. De asemenea dacă A€EE, atuncit 


G(Ar) sdg(A 7) = Adg(7) = A(GP)=A(Eg = 


i = Es (4 7) 
şi AP este antisimetrică, Rezultă deci că AWD este un subspațiu 
vectorial al lui TWD. 
In caz particnlar cînd p = O sau p = 1 antininetria nu impune nioi o 
restricţie astfel că aven: 

(a) | A) = 2 = K 


şi 
AD) = m) = w* 


Mai mult, observăn că dacă p>n, atunci A p(v) = 0 căci atunci orice 
Ye AWD ar avea mai multe argumente decît dimensiunea spaţiului și 


deci toți coeficienţii săi într-o bază oarecare fixată a lui V ar fi 
nuli (căoi la calculul fiecărui coeficient s-ar afla printre argusente 
cel puţin un vector din bază care să se repete), 


In general, produsul tensorial a două forme multiliniare anti- 
simetrice nu este formă multiliniară antisimetrică. Va fi nevoie de 


aceea că apelăm la alternare. Mai precis avent 


Definiţie, Date două forme multiliniare antisimetrice P şi 6, 
re A pe ce Aa) se numește produsul lor exterior forma multilinin- 
ră antisinetrică notată PAG gi definită prin: 


FAG s At (7906) 


Faptul că FAG este antisimetrică rezultă imediat cin propo= 
tția 2 ȘI gi propoziţia 5 $2. Dacă E = fejressep i este o bază fixată 
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în V; coeficienţii formei PAG în această bază se vor exprima în finc-. 
ție de coeficienţii dut P şi G prin: 


(2) (2 AG) a stiite at" = [i — 


pe 38 Pa Exate Me sc „să 
Di ETBpaee i ca)" o(r"iotaar)"""""iotpsa)) 


si Da m foanis ja 
(prag)! Zap, &5 09) 1 5tp) 9 socru) i6(p+q) 


pentru orice 1€îjvosesiz,g < (am notat cu bd E 16 dpsecăpen 


costotenții 1ut 7 dar a (Oy ...x ] A iza en Coefiotenţii 
a a 


lui G în baza E) 


Propoziția 17. Produsul exterior al formelor mulțiliniare an- 
tigimetrice are următoarele proprietăţi: 


1). (AP) AG= AAG) V Aer, reAv), 
ge AJ) 


2). (7, + P2) AG = 7,AG+ T3AG 
şi 


PAG + 63) = PAG + PAGa 
Y PET2E AI GGytz€ A 
3) (ZAG)AE = FA(GAR) Y. 7€ Ap, 


GE Age REA. 
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w) PAG= (oPIGATP Y rea, 
GEeA a(Y) . 

Demonstraţie,Proprietăţile 1) şi 2) rezultă din proprietăţile 
similare ale produsului tensorial și ale alternării, Pentru a demonstra 


proprietatea a treia, de asociativitate a produsului exterior, vom defini 
pentru început o aplicație de alternare 


at 2 D—— 1 


(psqsH, psqsn, n = dinV). Obeervăn în acest scop că se poate asocia 


oricărei pernutărt Ge 8 o permutare G's Song astfel: 


2 Desk. P Prese... pPrQ 


sc G(a) G(2)"*"G(p)Prleee-.Pra 


Corespondenţa G'm— G e un morfina injectiv de grupuri, ce conservă 


simnatura (Eg = E” ). Verificăm atunci, pentru orice PE q %), 


Te 
G) sat (7) = dr E E (&'7) 


Atunci, aven: 


Atat) = at dn deaoeote'p) E Zezeuuste'p 


şi cum A1t(G'F) = Egr AtP=Eg At PF, obţinen în continuare: 


ses, 6es, 


At(aat 4) = dr 2 Egă at 7 = 1 da Mt = 


= d ei At E = At PF. 


(da. s2/ss8 fas. 1 
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Din definiţia produanl exterior aven atunci: 
(AG) AE=at [(rAc) e D= mt |atrocon] 


unde alternarea alt se referă la primii p+a indici, corespunzători Jui 
P şi G. Conform celor de mai sus rezultă atunci că aven: 
(4) (PAG) ARN = AMt(POGOR) 


Analog se demonstrează că 


(5) PA(GAB) =At (POGoen) 


„de unde se obține egalitatea din enunţ, 


Proprietatea a patra se numeşte proprietatea de mticomutati- 
vitate, 
Stabilirea ei se face astfel: 
(cer)(x+ eng oeoese "XD+a) = 


= Go oe să) P(x apar *Xarp) = 
? = P(x *0Xpșq) G(y see X9)= 


= PG) (x 20 *9Xpua, Xp eeestQ) = G (POG) (x ee -.X ) 


p+q 
unde 6, e permutarea 
Les eeeeeD Phloc....Prq 


Qleeo..Dtq Leca... q 


Deci 
(6) GO: = 6 (rea) 
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Atunci, 
GAP = Mt(0 97) = At[6 (7 90)] = 
= = = (=1)PA . 
E, At(7e6G) &s, (PAG) = (-1)P1 (PAG) 
Observaţii, La fel ca și în cazul spaţiilor veotoriale 
11300) >20 putem construi suma directă a spaţiilor vectoriale 


(Ap ppo » atată Ș, Ag = A + Cam A (7) = 0 dacă 


p>n (n = din V) rezultă că: 
a 
V) = 
(9 am =B1,m 


A (0) este o K-algebră numită algebra exterioară sau algebra 
Grassnann a spaţiului vectorial n-dimensional V. 


In oonţinuare, fixînd p<a, pei ne propunen că punen în svi- 


denţă o bază a spaţiului vectorial A pie In acest scop să observăn 


că dacă £l,...,fPe V% avem: 


IA sua. AIP: e At(rle...81P) 


iar această formă p-liniară antisimetrică pentru orice Xa neoesXpeY 


ia valoarea: = 
(EA moe AP) (appeeertp) = Mle... O EP)(ayseeerp) 
= în das e ma sapee:Pzatp)) deci; 

ta) esse) 


1 
(6) (ElA os AP)(zoeseszp) = În 
Piz) n tPz) 
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Propoziția 18. Date fiind formele liniare f1,...,£P pe 


spaţiul veotorial V, sînt echivalente, 


1) Sistemul (£1,...,£P] e dintar dependent, 


2) SA ass. AtP =0 


Deaonstatise 1) = 2). Dacă sistemul pop e liniar 


dependent, există măcar o formă liniară care să fie oombinație liniară 
de celelalte. Să presupunen de exemplu că ei Za zi, Atunoi 


P 
1 i] 3) A s2 "Ag 
1 .. „At = 2*)-A .. Ati = 
Ă et A dA ) Asa A 
Po, GI AIZA cu. ATD) =0 
jsz d 


căoi în fiecare termen se repetă cîte doi factori iar produsul exterior 
e anticonutativ, 

2) => 1) Să presupunen că fLA...A1P = 0 gi sistemul de 
vectori este liniar independent, El poate fi atunoi completat pînă 
la o bază a spaţiului V* e (ex n lac? a 29, al, cae, | 
Pie |ezoeo eee e șasea ] baza din Va cărei duală este ea. In 


zu 


baza relaţiei (8) de mai sus aven atunci: 
tlte) £ltez)..«tl(e)) 


12(0,) rez) ...tte)) 
CEA see AEP) ego eesep)-dr i Ari că 


Pe) 2P(e2)...£P(e,) 
TR aa 
CR e) 
AI epsteieau| SAp 29 


ie) O... 1 
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deoi o contradicţie, 


Teorema 19, Fie E = țejoeee€] o bază a spaţiului vectorial Y 


iar I* = a PERL mail: “baza duală ei. Atunoi, produsele exterioare 


(9) Lea ... nek Ş 1 si < în. cd € a 


formează o bază a spaţiului vectorial Ape Dimensiunea acestui spa- 
jiu vectorial este deoi CX, 

Demonstraţie. Von arăta mai întîi oi formele p-liniare anti- 
simetrice (9) formează un sistem de generatori, Pie deci PE Ap) 
Există atunoi scalarii & = P(o4_ve:<s04 ) unio determinaţi: 

CPE N 4 d 


astfel ca: 


(0) PREIA “le... es? 


(sumare după toți Sanse de la 1 lan). 


Dar P fiină antisinetrică,nenuli vor fi aceia pentru care 
indicii 14, an nip€ m sînt toţi dintinoţi, Aplicând alternarea și 


oprind doar termenii nenuli, avem: 


xi zi 
1 
a mt Pb e Ace Ae - 


In total, în sună există pl grupe de indici Cigooennip) 


în care să difere doar ordinea, Alegînd-e ca reprezentat pe aceea pen- 
tru care 14 <îp<e.. “1 S n, orice altă grupă cu aceiași indici 


se obţine printr-o permutare Ge 8. 


pe Coeficienţii corespunzători ei 


vor fi: 


(12) 5 =E& 5 
161) *** ftp) E Bee.) 
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iar produsul exterior fiind anticonutatiyt 
xi * xi 
(23) et GU) A „Me iGtP) uegei2A ee Ai 


astfel că toţi cei pl termeni din suna (11) care corespund aceleiaşi 
grupe Cimes) de indici între 1 şi n sînt egali cu 


xi 4 
(24) e Beat? 1 A nu AP = Bi, PAL A e 


unde 1£1, < ...<ip€ a. 


Atunoi suma (11) devine: 


xi 1 
0 e Ie» IESE A A ame? 
1£ 1 Seci a 1**ip 


în sumă apărînd doar ctefiotenţii stricţi ai lui 7 în baza fixată E, 


Pentru a verifica liniar independența formelor p-liniare anti- 
simetrice (9) vom considera combinația liniară nulă 
ni 
gi 


(26) Acea Ai? = o 


pe ANRASRRR AE 
164 See cin Sp eeseip 
unde Apoc Lise <ipea sînt scalari oarecari, Confera pro po-— 


siţiei 6 82, există e unică formă p-liniară antisimetrică P care să 
aibă aceşti scalari drept coeficienţi strioţi,îar în bara celor stabi- 
lite mai sus, ea e fefinită prin formula 


hu Ag „nu e%ElAe + AP 
GP = za disaiti 
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Dar atunci F = 0 gi deci, i ORE Tă = Posea) = 0 pentru orice 
1 Cos. <1 ta. 
Observaţie, Dacă P e AJ) atunoi coordonatele sale în baza 


i 
Ca 2A E Agţ 1 ip < see <ipt n sînt 


(28) ja E = pi pei 


pentru orice 1$î, <s.+ <ipsa unde d ERE a Popas) 


sînt coeficienţii strioți ai lui 7 în baza E fixată în V. Acest fapt 
rezultă imediat din relaţia (15). e 


Mai mult, facen observaţia că întrucît L-A = ge fi 
dim Ap (= dig Ap) = ce, De asemenea, pentru algebra 


" Grasemann A (V) avent 


i L) 
atm AY) = d amp Ag) = pa . 28, 


pEo 


Dacă p=an, A are dimensiunea 1 iar o bază a sa ar fi 
xl an 
constituită din forma n-liniară antinimetrică e A ...Ae „ Deci 
orice formă n-liniară antinimetrioă P are în această bază expresia: 
P sAcăl A „+. Ai 
unde ASK, A= al P( epperesep)e 


Atunoţ, dacă zysennăpste 2 =fa 94 90e0iăa Ă Au “ 


avea confora relaţiei (8): 
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Pra aeeoă) = A (eălA ... Ag%R) (agree) 


= xl 
(ee ) 
- a Li : Xeo. - = pt (ere o10p) - 7 
eR(x ez) 


1 
n 


A: 


illa 


iar dacă P(ej ps.) = 2, atunci F(x ve eesă) este chiar determinan- 


tul matricei care are pe coloane coordonatele celor n vectori în baza 
fixată în V, rezultat deja cunoscut din $3, 


E natura? să transpunen toate rezultatele obținute la tensorii 
oontravarianţi respectiv la formele multiliniare F 1 Vil__„—K, 
Bingura diferenţă ce. apare e cu privire la poziţia indicilor. Vom, nota 
analog, A “v) spaţiul vectorial al tensorilor contravarianți antisi- 
metrici. E clar că A 10) = Ag). Dacă E = (ejreossea | este o 
buză fixată în V, produsele exterioare 


(19) A ... Ag = Alte e ... ra i 


sînt forme q liniare antisimetrice pe yă pentru orice 1s£ Îpose <dgs a 
ele constituină o bază în A 1w, Orice a e Ar) ce va reprezenta în 
această bază în mod unic print 

găaecă 
1 € dy < see <a ea 


(20) G= a! 9 ep Ace Ac 
: qQ 


. “o entea ertce acne as 
sit cnieenat meta t dt 0 a me ema, 


gi 
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CAPITOLUL VII 


Sisteme da ecuații liniare 


Vom arăta în acest capitol că, într-un spațiu vectorial finit 
dimensional, orice subspaţiu vectorial poate fi privit ca fiind mulţi- 
pea soluţiilor unui sistem liniar omogen, în timp ce orice varietate 
liniară poate fi caracterizată ca fiind mulţimea soluţiilor unui sistem 


liniar neomogen. 


$1. Compatibilitatea sistemelor e; siste 


Definiţie. Fie K un corp comutativ, Se numeşte sistem de ecua- : 
jii liniare cu coeficienţi în K în necunoscutele XaoeeesXpy Un ansan- 
blu de relaţii 


A pXpte eee etâinăp = ba 


(4) î..teceeeeosaonveease 
Sapte ee **Aanka = LIS 


unăe 13| ei ri , numiți coeficienţii siatenului situ) 1 cica 


numiţi termenii liberi ai sistemului gînt elemente din corpul K, 


Sistemul se mai poate scrie sub forma echivalentă 


(2) 0 PR x = bi - I&isn 
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sau, folosină convenţia lui Einstein de sumare: 


(3) «db 1<i<a, 


Matricea de tip mxn: 


Apgoseeee+âyp 


ag. A PERU asi 
ap 0******Aan 


se numeşte matricea sistemului iar matricea de tip mx(n+1): 


Boss e* Ap b 


1 
Le = 


Sp*******Aan b 


avînd pe primele n coloane coloanele matricei £& şi ultima coloană 
formată din termenii liberi se numește matricea extinsă, 
Dacă notăn cu A matricea coloană a termenilor liberi, iar 


cu X matricea coloană a necunoacutelort 


bi 


cr 
(6) ae „I= i 
Pa Xa 


e 


sistemul (1) se mai poate sorie sub forma echivalentă matrioeală+ 


(7 BI=4 


., 


In cele ce urmează vom mai pune în. evidenţă o formă echivalentă 
de scriere a sistemului (1), ce va fi utilizată în stabilirea unor re- 


29a* p 
zultate, Anume, dacă notăm coloanele matricei A (privite oa vectori 
în AN (n) = m) cu LOTERII A deoi: 


233 E 
(8) o= |? 1£j€n 
CI i 
atunci sistemul devine: 
(9) Cpăy teesrt Cut = 


Definiţie. Un siaten ordonat de elemente :qieesstp EE 
se numeşte soluţia a sistemului (1) dacă înlocuind în acest sisten x, 


prin < 3 14 sn toate cele m ecuaţii sînt verificate, Spunem că 
sistemul (1) este compatibii dacă adnite măcar o soluţie, In caz con= 
trar vom spune că sistemul este incompatibil, Dacă soluţia sistemului 
e unică, spunem că sistemul e compatibil determinat iar dacă există . 
mai multe soluţii, spunem că e compatibii nedeterninaţ, 


A rezolva un sistem de ecuaţii liniare (1) înseamnă în primul 
vină a decide dacă acesta e compatibil sau incompatibil far în cazul 
'compatibilității, de a-i găsi soluţia unică atunoi cînd e compatibil 
" determinat şi respeotiv soluția generală (adică o soluţie depinzină 
de un număr de parametri, din care să poate fi obținută orice soluţie 
prin partioularizarea parametrilor) atunot oînăd e compatibil nedeter- 
TA | 

Observaţie.Sistemului liniar (1) 1 se mai poate da o interpre- 
tare, anume fixînd în K-spaţiile veotoriale a şi K" bazele canonice, 
definim aplicaţia: 


(20) ua, ul) = y = (Iyreees a) 
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pentru orice x = (aro) e E, unde: 


ia STI 
ag: 
Ya *a 


u este evident o aplicație liniară între cele două spaţii veotoriale, 
avînd matricea + în perechea de baze canonice din E şi K (vezi 
capitolul III, $2). Observăm deci că membrul stîng Îl sistemului (1) 
poate fi privit ca fiind acţiunea aplicației u mai sus definită asu- 
pra veotorului x = (xjy+++X) e RA, Deoi, sistenul (1) este compa= 
4141 dacă şi numai dacă (bysesesbp) = b E In u (In u: fiind subapa- 
Yiul imagine directă al aplicației liniare u). De asemenea, apelină 
la forma (9) de scriere a sistemului, putam afirma că a fi compatibil 
e echivalent cu a afirma faptul că Be Sp(0 see es0)e 


Dacă bj = 0, 1<3s<m, sistemul liniar (1) devine: 
ae o aci 
a XX, . <a 
(a) EEȘI Mac: iai 
sau, soris sub formă matriceală 
(22)  4rao: 


sistem numit liniar omogen. Se observă că x; = 0 1sien este o solu- 
ție a oricărui sistem liniar omogen, numită soluția banală. Deci, orice 
sistem liniar omogen este compatibil. Problema ce rămîne de rezolvat 
pentru un astfel de sistem este aceea de a decide daci există și alte 
soluţii în afară de cea banală, problemă ce va fi discutată în $2, 

In continuare von da o condiţie necesară =! sufioientă de oompa- 
tibilitate a sistemului liniar Eau geai, folosind notaţiile introduse 


mai sus, 
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Teorema 1 (Kronecker-0ape]1i) Pentru sistemu liniar neomogen 


(1) sînt echivalente următoarele afirmaţii: 


1) Sistemul este compatibil & 
2) rang ds rang E 9 


Demonstraţie. 1) ==—> 2) Observăm că întî';deauna aven relația 
rang LX $ rang P-i *. Ducă sistemul este compatibi1, există 
avsese Cp EX astfel ca = 


- 
AB sd 0qte st ema 


(Op see eCa fiină coloanele matricei Ba sistemului), Atunci, în 


spaţiul vectorial A (d avent 


(33) Bp(Case++00p) = Sp (0psoe:10p» B) 
Aplioînd acun teorema 14, capitolul VI avem: 


(24) rang = dim SP(0jse++907) = dim; Sp(0jp++es0qsB) = 


= rang £* 


2) => 1) Presupunen că rang E f rang £* ar, r>0, 
r < min (m,n). Eventual efectuînă o renumerotare asupra colonnalor 
matricei £ (deoi şi a necunoscutelor sistemului) putem presupune 
că sînt liniar independente coloanele 0) 4..:30p. Cun şi angli = * 
rezultă că siatenul (0js:+102» 8 | de vectori din cPagg(7) este 


liniar dependent. Aplioînd acun propoziţia 8 cap.II, rezultă că exis- 
tă Agnesen AER astfel cat 


(23)£ A Agro mt A0, 
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Atunci ( A pnesee Am 0,...0) este o soluţie a sistemului (1), 
n-r poziții 
Definiţie, Un sisten liniar neonogen de n ecuaţii cu n necu- 


noscute, Hi 


(6) > ax = b4 1sisn 


se numeşte gistem Cramer dacă matricea 4 = (apa 1,j<n foraată 


ou ocefiotenţii sistemului este nesingulară, 


Teorema 2, Orice sistem Cramer e compatibil determinat, 
Demonstraţie, Observăm că pentru un sistem Cramer (17) aven: ș 


A+" LI 


91****dan LI 


Lă 


şi cun rang = n rezultă rang Le = n deci siatenul e compatibil, 


0 soluție a acestui sistem o putem pune în evidenţă prin calcul aatri- 
ceal astfel: sistemul (16) se mai poate sorie: 


(17) La 8 „ cu det A40 


de unde, X = 418 . soluţia astfel determinată este unică. Intr-ade- 
văr, dacă presupunem că ar exista două soluţii ale sistemului 
z = (axe eat) şi g= (aaa) apelînd la sorierea matriceală 


(17) am aveat 


Ars Bu Ar . citat 


Polosină acum faptul că 
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Ei Li 
ani Pa oi Ay sssesetp 


în... ....... 


= = 
ap + **%an fă 


dida d= det A, tar Er) = (oa) itd det (4) (eu notaţiile din capi- 


tolu. VI) punem în evidenţă soluţia sistemului Oramer: 


Pi x 
% Ey eee A b, 
Q9) r=|* =3 Sana drenare i 
Xa m ooeeeee a, ha 


Deci, pentru orice 1€isn, avea: 
(20) xp să Cagbytecetțab) > i 


unde am notat cu 4, matricea 


aja e: bi + * Ep 


Pi 07 0 e Da a Dc IML 


(20 bus 


i St rai Sata 


obţinută din £& prin înlocuirea coloanei de ordinul i cu termenii 
liberi ai sistemului. In relaţia (20) apare deoi dezvoltarea deterui- 
nantului matricei £, după complemenţii algebrici ai coloanei i, 
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sa. Soluţia generală a unui sistem compatibil, 
nedeterninaţ 


Vom studia pentru început sistemele omogene, despre care ştim 
că sînt întotdeauna compatibile, 


Teorema 3. Mulțimea soluţiilor unui sistem liniar omogen ou 
m ecuaţii şi n neo onte cu c otenţi în corpul oomutativ E for- 
mează un subapaţiu vectorial al lui E. Reoiproo, orice subspaţiu 
8 al unui E-spaţiu vectorial n-dimensional Y este subspaţiul soluţit- 
lor unui sistem Liniar omogen cu n necunoscute, ou coeficienţi în E. 


Demonstratie, Pie 8 mulţinea soluţiilor sistemului liniar 


omogen 
a) fois, = 0 1 fica 


Observăm că 8 = Ker u = |xe |u(x) = Ojunăe ut WR —=E e aplioa- 


ţia liniară definită în perechea de baze canonice prin u(x) =y Fi 
Y = (yrosenYp)- £iină dat prin: 


n 

2 5 a. % asi 

(2) Ti DE 13 * Sica 
Rezultă deci că 8 este un spaţiu vectorial al lui şi 


dimz8 = dim, Ker(u) = det u = n - rang u = n = rang 6 


unde £ e matricea sistemului (1) 


Pie acun S un subspaţiu vectorial al spaţiului vectorial 
n-dimenstonal V. Presupunen că din 8 = pen îiarE= esec | 


e o bază înv, Fiep= febopear +00 | o bază în 8, 0 completăn 
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pimă la bază a lut Vi E' s(es::-10(_pe Capyaeets0a ]e Cum 


8 =0pler 410 +++€a ) rezultă că orice xef în baza E! se reprezintă 


în mod unic sub forma: 


Li Li fi 
(3) x = Şleroaet ALE A + apel noprat**** E n?n 


"unde 


(4) ți =0 1s1 €n-p 


Dacă 15] isisa sînt coordonatele veatorului xeS în baza E, atunci 


se ştie că legătura dintre cele două grupe de coordonate este dată 
prin relaţiile: 


(5) 5 = Au 


unde MW = sa 1,4<n este inversa matricei de schimbare de bază, 
Relaţiile (4) devin: 


n 
(6) pa F, =0 16i€n-p 


deoi, un sistem liniar omogen de dp ecuaţii cu n necunoscute, Rangul 
matricei acestui sisten eate n-p iar mulţimea soluţiilor sale e chiar . 
mulțimea formată din coordonatele vectorilor x€S în baza E fixată 
în Ye 

Observaţie. Bistemul liniar omogen (1) are şi soluţii diferite 
de soluţia banală dacă şi numai dacă rang f < n (unde E este 
matricea sistemului), 
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Teorema 4. Mulțimea soluţiilor unui sisten liniar neomogen 


compatibil cu m ecuaţii şi n necunoscute cu coeficienţi în corpul 00 
mutativ K formează 6 varietate liniară a lui E", Reciproc, orice va- 


rietate lini-ră a unui K-spaţiu vectorial n-dimensional V poate fi 


desorisă oa fiind mulţimea soluţiilor unui sistem liniar neonogen 
cu n necunoscute, cu oceficienți în corpul K. 


Demonstrăţia, Pie 


(9) Dup = b lsisn 


un sistem liniar neomogen compatibil cu coeficienţii în E. Pie L ) 
mulțimea soluțiilor sale iar 8 mulţimea soluţiilor sistemului liniar 


omogen asociat, 


(8) 2 a; x =0 1<isn 


ştim că 8 este un subspaţiu al lui E ds dimensiune n-r unde 
n = rang 6 ( Ub fiină matricea sistemului). Pie x0 = (a nes)e 
o soluţie a sistemului (7), deci avea: 


(9) ă =, ag 7 = by  L<ien 


Din relaţiile (7) şi (9) obținea: 


(10) 2; Ga) = O 1+i<a 


sau notând x, - x = 73 L<ăsn avem 


(1) pai 23 73 = 0 1sita 
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In concluzie, X = (xys+:s9X) EL dacă şi numai dacă x = x = 
= (neo Ye, deoi x = x, + g unde x%L, ye 8. In conolu- 
dle, L= x + 8 ai Le o varietate liniară a lui EA ae dimensiune 


egală cu dings = n = rang A, Observăm deci că soluţia generală a sis- 
vemului (7) este suna dintre o soluţie particulară a sistemului liniar 
neomogen şi soluția generală a sistemului liniar omogen asociat (8), 
Reciproc, fie V un spaţiu vectorial n-dimensional și 
R = fopseeesa) o bază fixată a sa. Dacă LSV este o varietaţe 
liniară de dimensiune p<n, atunci L = x0 + 9 unde x0eV iar Ss 
este un subspațiu veotorial al lui V, ou dim,5 = p. Din teorema 3 
price yes, 7 = F pepteset aa are coordonatele soluţii ale unui 
sistem liniar omogen cu oceficienţi în K, de rang n-p (matricea sis- 


temului are rangul n-p): 
n 
(7) 2 Ai E = 0 1 si sn-p 


n 
o o 
Atunoi, pentru orice xel, x=x +y= 8 Ş3 +Fpej » unde 


IE sînt ooorâonatele vectorului x” în baza E, avent 
n o Pe o 
(33) off +) = dau Ie ienp 
sau, notând cut 
(14) ba = Aug Ş, 1£1 £n-p 
gi cu Tames Ma coordonatele vectorului arbitrar x€L aven: 


(25) poze Tae aie saci 


i E MĂ; 
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$ : ură 
Deoi, avorâonatele vsatorilor din LL în baza fixată din V satisfac un | 


sisten liniar neomogen de eouaţii ou coeficienţi în K, de rang n-p. 


Exemple price hiperplan în Lai poate fi desoris ca fiind mul= 
țimea soluţiilor unei ecuaţii liniare neomogene cu ooefioienţi înR: 


(a6) a Fate a Pasb i 


cu proprietatea că există măcar un 14i&n astfel ca a £ 0. In par- . 
tioular, în.R? ecuaţia generată a unui plan este: i 


(17). Ax + By +05 +D = 0 


unde A,B,0,D €R şi nu toţi coeficienţii A.B,C sînt nuli, 


2), 0 dreaptă în Rh poate fi descrisă ca fiind, mulţimea solu- 
viilor unui sistem liniar neomogen în n necunoscute şi cu coeficienţi 


în R cu matricea de rang n-l: 


Si Pate Mafia e bi 


îsenaeeneneananeneesaa 


(18) 
af 1teeetâzatn = Pa-l 


In particular, o dreaptă în s poate fi desoriaă ca fiind mul- 
țimea soluţiilor unui sistem liniar neomogen: 


Ax + By + 05+ 0, =0 


(19) 
AgX + Bo7 + 0p5 + Da =0 


AB. 0. 
ou rang (ua 3, a) = 2, Observăn că o dreaptă în a poat» fi deci 


dată ca o intersecţie de n-l hiperplane independente, respeatir o 
dreaptă în R7 ca o intersecţie de două plane. 


(da. sa/saa Fasc..46 


a 
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Vom vedea în capitolul XI că,coefictenții A,B,C din ecuaţia 
unui plan din B nînt parametrii directori ai nornalei la plan. Deci 


condi ţia; 
[Piu Ca 
ras 


4p. 83, da 


u 
Di 


este echivalentă cu afirmaţia că cele două plene din sistemul (19) 
nu sînt paralele sau confundate, 


Ne propunem în continuare să descriem efectiv soluţia generalii 


“a unui sistem liniar neomogen compatibil. Pie deoi sistemul: 


n 
etc =b4 1si<n 


cu matricea ra (a...) de rang b s< nin(m,n). Presupunem că 
ij'1sisn 


1sdsn 
deterninantul 


i i La 3 


Apeeeessâze |. ă 


“ il numim determinant principal. (Am văzut că putem face întotdeauna 


o astfel de ipoteză renunerotînd eventual variabilele şi ecuaţiile 
sistemului), Necunoscutele Xa vees%p vor fi necunoscutele principale 
iar Xp necunoscute secundare, respectiv parametri , pe care-i, 


vom notat 
(20) X sea = Agreeeesta = Apor 


Sistemul dat e echivalent (are aceleași soluţii) cu sistemul: 
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ja Tgtoeetezgi 5 bi-turegtaga” «se Mae (N 


(22) veeneeennaneeeta nene neeeevnsennenaanoaneee 


a pptyt et âprte = Doâzreafal” *** * Arn%a 


ceea ce înseamnă că ecuaţiile r+1,...,m sînt combinaţii liniare de 
primele r ecuaţii și deci orice soluţie a sistemului Baie sațisfage 
şi ultimele n-r ecuaţii, 


Sistemul (21) se numeşte sintem principal. E1 este un ststen 


Cramer de rang r, cu termenii liberi 
(22). Dy m DS Cş mea i = se 2 pane  vIsier 


Soluţia sistemului va fi dată de: 


Sue Da a Ape Manta 
| Pa Fă And Aga Oa" dee 
a n hair 
-**dn Ano 
Sa + + = Maeșa a ag Age 


Sei dee Mpa be” udă ih : 

x, = Poul fi cs Ea va 0 e + Age. 
si pie 7? dem AI 
* en nor 


unde am notatt i 


(24) py = i „Isicr 


+ . 
Li 
304 a 
şi “ E sl 
E POLI i RER) 
e NIL Ta nu SN N Ai te AM  A ESAI E ge 


A... pi i + Aa - mlsăsn. 


Astfel încît soluţia sistemului iniţial va fii 


IX 5 Pa * 01 spa Aa feet Amor 


(26) 3 
Xa = Pa * e pp Azte** ten A no 
ud dai ai 
32 - A nor 


soriind matricaal aceste relaţii, obţinen: 


ic iz. Tr “in 

x, Pr de ml den 
(27) za F| o Pal: pia 4 4 

A o o 1 


unde Agnes Anoe parcurg independent K, 

Am pus deci în evidenţă (sub formă matriceală) soluţia generală a sis- 
temului liniar neomogen, Pentru b4 =0, Lsisn, se obţine statiei 
liniar onogen, asociat, iar , 


Yi Ur dan 
' E (n ua a 
co) Tea ja E eta 
: Ş 
Ti [] 1 
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reprezintă soluția sa generală; Cum dimensiunea subspațiului soluții- 
lor acestui sistem omogen este n-r iar soluţiile V, = (aq uqse-e 


"0 ampa 9 Ineeeei0)geeen Vaug 3 (Qamo+**9pn, 0ve+++2) sînt evident 
liniar independente, ele constituie chiar o bază în acest aubspaţiu 
bază ce se nuneşte sistem fundamental de soluţii pentru sistemul omo- 
gen, In plus, pentru A, = 0, 1gi€n-r, din relaţia (27) deducem că 
(arda se son Xiagoeeeat) = (BaooeesDps0eee +0) reprezintă o soluţie 
particulară a sistemului liniar neomogen dat, 

Conform teoremei 4, mulţimea soluţiilor sistemului liniar neo 
mogen reprezintă o varietate liniară în cotă Conform relațiilor stabi-: 
lite mai sua, această varietate liniară trece prin X= (pro Pa 


0, ..:40) şi are subspaţiul direator 8 = Sp(vase+ +1 Vpap)e Dimensiunea 
varietăţii liniare este n-r, unde r = rang X . 5 
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CAPITOLUL VIII 


Pornind de la noţiunea de formă biliniară po un spațiu vectorial 
V, vom introduce noţiunea de formă pătratică pe V, In primele paragra- 
fe vom studia formele pătratice pe spaţii vectoriale peste un corp 
“ arbitrar K, urmînd ca în paragrafele 4 şi 5 să lucrăm doar pe spaţii- 
le vectoriale reale iarîn $ pe spaţiile vectoriale complexe, 


/ 


$ 1, Forme biliniare; proprietăți 


In capitolul V an introdus noţiunea de formă mul !liniară pe 
un spaţiu veoțorial V arbitrar, Vom relua această noţiunea în cazul. 


particular a două variabile, 


Definiţie, Pie V un K-spaţiu vectorial. Se numeste formă bili- 
niară pe V orice aplicaţie £: 2 —— E oare satisface proprietăţile: 


3) (LX + CaX27) = E pf) + £ pf(x2s7) 
2) 2z, fara + fala) = fatlaer) + faf(asro) 
pentru orice 15 0Cas Ay (ip EKe XsXysXos Yo IzeT, 


Exemple. 1) Dacă fpfa 3 V ——KE sînt [orne liniare, atunci 


= 2,9f, a V2—=E print 
tz 7) = £,(3) ta) Y xyeV 


este o formă biliniară. 
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2) Dacă V este un K-spaţiu vectorial de dimensiune finită n, 


iar degree | este o bază a sa, atunoi f: vâ ——K definită prin: 


n 


n 
ea) = 23 d a Ti 7 


1=1 k=l 
n n 
unde x = PI At y = Pre sînt arbitrari în V iar 


(ex | 1 Siskâ a sînt numere fixate, e o formă biliniară, 


3) In spaţiul veotoriai V = 0% [a,b], R) aplicaţia £ : V——R 
definită prin: Ă 


bb 
2,7) -| | ACE) () z(p)ar ay 
a a E, 


unde x,y i [a,b] —=R sînt funcţii continue arbitrare iar A eo 
funoţie continuă fixată definită pe [a,b] x [a,b] , este o formă 
biliniară, 

Reformulînă propoziția 1 $2 oap.Y în cazul particular al tenso- 


rilor dublu covarianți pe un spaţiu vectorial Y avent 


Propoziția 1. Pie V un Espaţiu vectorial de dimensiune n iar 


E=4 619 e++s€, | o bază a sa. Dacă £ e o formă bilintară pe V, atunci 
pentru orice x,y €cV;x= PR At 7 = >; 703 


(1) 2x47) = 2 PRL. A 73 


unde a, = £(eşse,) pentru orice 161, n. Reciproc, daţi fiind 


2 2 
n” scalari fas] 1 64,j <a » Există o unică formă bilintară £iVo—=K 


astfel oa aş = ftejsej) pentru. orice 1s€1,j€n. 
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Pormula (1) reprezintă deoi expresia generală a unei forme 
biliniare într-un spaţiu vectorial finit dimensional, Scalarii 
a = (ee), 141,3 sn se numesc coeficienţii (sai coordonatele) 


formei biliniare £ în baza E, Matricea cf, = (apa si, se nu 


meşte matricea formei biliniare în baza E. 


jsn 


An notat în capitolul V ou 1 (V) spațiul veotorial al tutu- 
ror formelor biliniare pe V. Conforn propoziției 1 acest spațiu vec- 
torial este izozert ou EA) dacă din = n. Prin ri izonor- 
__ iam ee asociază oricărei forme bilintare £ pe spaţiul vectorial matricea sa într-o bază 


B = 1e.s 
pentru orice 1s$1,j<n. In particular, regăsia faptul că 


Ata 10 (Y) = n2, 


vea fe anume Ep = (esp) caugemi Unde <4y = ECoşre;) 


Propoziția 2, Pie V un K-spa iu vectorial n-dimensional iar 
B = jeyaeesse, i E! =țej pause) | două baze ale sale. Fie 


£ i VK 0 formă bilintară şi E, = (049 cisgem 


EA = (a, <ij<n matricele sale în cele două baze. In aceste 
condiţii avem: 
(2) A tz 


unde 1 este matricea schimbării bazei în V iar Lt transpusa ei, 


Demonstraţie, Fie schimbarea de bază în V 


k 
(3) DAE i e, ș "AE EA 


deci Î = (Aida e kysen + Atunoi 
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A s 
i pa k s k, 
Lă Li k? 
(4) agg e Elogsej) = CĂ up exe Ag em) cd ua Aug Eousep) 
x 
Aa Ai ma 


pentru orice 1s 1,J<n (e chiar formula de transformare a coordona- 
telor unui tensor dublu covariant la schinbarea bazei), Utilizînă 
acum comutativitatea corpului K şi oonsiderînă matricea transpusă 


, , 
LE = CA da e sea ! indo As = Aa pentru orice 1<î,k<n, 


relaţia (4) devine: 
4 r 
(5) pes, aug e Side 


sau, matriceal 


Observaţie. Cun matricele L și 1€ sînt nesingulare, din rela- 
ţia de mai sus rezultă că rang 4, = rang EA gi deoi rangul 


matrice unei forme biliniare nu depinde de baza fixaţă în V, El e un 
invariant al formei biliniare, fapt ce ne permite să-l nunin chiar 
rangul formei £. 

Definiţie, 0 formă biliniară £ : V2-—— K pe spaţiul veotorial 
finit dimenaional V se numeşte nedegeneraţă (degenerată) dacă matricea 
sa într-o bază oarecare din V este nesingulară (singulară). Forma bi- 
liniară £ este simetrică dacă pentru orice x,y eY, f(x,y) = £(y,x) 
şi entisimetrică dacă f(x,y) =-f(y,x) pentru orice Rita ev. 


- 


” Pacem observația că orice formă biliniară £f: y2 —— £ se poa- 
te scrie sub forna £ = £ + fe unde 1, e o formă bilintară simetrică 
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iar î2 o formă biliniară antisimetrică, Intr-adevăr, avem pentru 


' 


orice x, evit 


2) + Easz) , 27) = Eur) 
ci Aa. fu 8 N it n 


2,7) + Ex) £(x,7) = 2072) 
înece Dolina 3 7 


(6) f(x) = 


iar 


42) 219) Li 


Be poate verifica imediat că o formă biliniară £ 1 V2—— E, 
Y spaţiu vectorial finit dimensional, este simetrică dacă și numai 
dacă pentru orice E = degne+s€p ] bază fixată în V, matricea sa 
L-A = (2431 ssg<a unde ag = (ee) este simetrică, Intr-ade- 


văr, dacă £ e simetrică, atunot avent a = t(egse,) = 2Cegsey) = aş 


pentru orice 141, J sn. Reciproc, "dacă s;ş = aj pentru orice 
141,jsn, deci (esse) = (esse), atunoi oricare ar fi 


a n 
x = Zeu Că. + = Zaties avent 


E: n E: 
£(x,7) = Îi | *;j Fa LE] = ai SA 13 = f(y,x) 


4-1 = i=1 4 
$2. Forme pătratice, Metoda Gausa de reducere la 
forma canonică_ 


Definiţie. Pie V un E-spaţiu vectorial. O aplicaţie Piv—Et 
se numeşte formă pătratică (pe V) dacă există o formă biliniară sine- 
trică £ 1 y2 — E astfel ca: 


(8) $(x) = (ax, Y xeY 


3u 


Be verifică imediat că f e unic determinată de “P , respectiv 


că, corespondența 


pate 


este o bijeoție între mulţimea formelor biliniare simetrice pe Y şi 
mulțimea formelor pătratice pe V. Intr-adevăr, dacă (P e o formă 
pătratică, atunci forma biliniară simetrică £ din care provine e dată 
det 


(9) 2) = 8 (Pan) = 0) =) yet 


? se numeşte forma polară asociată formei pătratice “ . 

Pie acun V un spațiu vectorial n-dimensional şi E = i CREEA! 
o bază fixată în V. Dacă Pi V——E e o formă pătratică ar 
24 va —— E e forma ei polară, atunoi pentru orice xev, x = 2 


aveni 


LL) L.] 
(20) o) = sa) = 20 ITrea poa 8 . 
3 


3 
* 4,del Li LE *43 


Y 
unde a; = 2e,se,) 1<1,j«n sînt coeficienţii formei biliniare 


simetrice £, Cum corespondețele: 


P—_ 
şi 


2— Dap = (as pucisen  v Cap = 2ogr03) 


14 1,4 sn sînt bijeotive rezultă că există şi o corespondenţă bijec- 
tivă între mulţimea formelor pătratice pe V şi mulţimea natricelor 
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Bimetrice de tip nr cu coeficienţii în E. Matricea care i se asocia- 
ză într-o bază fixată E a lui V formei pătratice “P nu e alta decît 
ohiar matricea formei biliniare simetrice £. La o sohimare de bază, 
ea se transformă după legea (2) din propoziţia 2 iar rangul său nu 
depinde de baza utilizată, fapt ce ne permite să-l nunin ohiar rangul 
formei pătratice $ . 


Relaţia (19) se mai poate scrie: 


Via 2 
(1) P(x) = a Fatetaan Fa +2 AR a; FF 
1£ în 


care este expresia formei pătratice 4 într-o bază 3 = esse] 
fixată în V, Observăn că e un polinon onogen de gradul doi în varia- 


bilele Fuse: n 94 von folosi de multe ori chiar notația 


(P(Faoweee fp) în loc de (P(x) unde Foss Fa sînt coordona- 
tele lui x în baza fixată, 


Definiţie, Pie V un K-spaţiu vectorial n-ăimensional iar 
Qi V —E o formă pătratică, Spunea că (P e redusă la forna 
canonică dacă se determină o bază B'= fezsocesea i în V astfel cat 


2 2 
(22) P(x) say Ta test Aaa 


unde : Mase+es 7 int coordonatele lui x în baza E! jar 
Agar da sînt scalari din K, Baza E! se va nuni baza formei cano= 


nice, Obaervăn că numărul de pătraţe cu oocefioienţii nenuli din forma 
canonică coinotăe cu rangul lui (7. 


Teorema 3. Pie V un E-spaţiu vectorial n-dimensiopal iar 
pi V —-E o formă pătratică, Există atunoi o bază E! = fejs+--s€4] 


3 


în V în care $_să se sorte sub forma canonică (12). 
Demonstraţie. Folosiu în demonstraţie metoda lui Gauss de re- 
ducere la forma canonică, care constă în determinarea unei transformări 
| liniare nedegenerate de coordonate prin oare “? să fie redusă la for- 
| ma canonică, Pie pentru început E = feo n+s€p ] o bază arbitrară în 
V în care expresia lui “să tie: 


a) a (Pama) = 2 sui F 


y Fi 
pentru orice xet, x = Pa At Aven de studiat două situaţiir 


1, Există cel puţin un indice i, 1 ien astfel ca ao. 


II. aşşy = 0 pentru orice 1%1€n. In acest caz, 


Qo) = 2 2 atit, 


14 i<Jsna 


Ne ocupăm pentru început de cazul I aplicină principiul induo- 
iei complete după n = dim V.Cazul particular n = 1 este banal căci 
atunci (x) = ri (x = Fe) şi deci (P este automat redusă 


18 forma canonică: în orice bază. Presupunen proprietatea adevărată 
pentru n-l variabile și o demonatrăa pentru n, 


Presupunem că 53 A 0 (ceea ce ge poate realiza întotdeauna 
eventual după o renumerotare a vectorilor bazei). Atunci facen urnă- 
toarea grupare a tuturor termenilor ce conţin pe Ft 


Cp) = PUP eee Ya) = Li (asa Fa + sj2 Fate: Pal = 
i dă Aa rile 
a Ya - 252 - play, - 2 1Eiay, nana Ia și Et 


“u 


2 2 4 2 
+ apo Fatesetaan fat 2 Îzia 2 LA $; - ÎI Coaa Fate ertaza F+ 


+ B( Fane a) 
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Efeotuînd transformarea de variabile: 


Ta = 873 Fa test An Fa 


(15) ta = $2 
Va “fa 
a cărei matrice: 
17 232 *** Rn 
0 ARE si e VIA, 
L= LELE EREI 
O 0 ....1 


este nesingulară (det L = a, 4 0) obţinem: i 
2 
(5) Pta) = 07 74 + E Qaseerea) 


( 7 ase Va sînt noile coordonate ale lui x). 


Cum g e o fornă pătratică în n-l variabile, conform ipotezei de induc- 
vie există o transfornare biliniară nedegenerată de coordonate: 


Se = Va Da toc Vana 


(26) : 
At = Va Ta ++ € an Ta 


 POpOR 
(deci det +0) astfel ca: 
fiacfa 


: 2 2 
E( ans: 7) =da Saten Sa 
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Adăugînd sistemului de relaţii (16) şi relaţia LE = obținea 
o transformare liniară nedegenerată de coordonate în spaţiul Yi 
Sta 
Sa = aa Vate+s+ Van Ta 


nnennenineeneenaeneaee 


Sa * PaaVat+*+ fan n 


(17) 


avînd matricea: 


1 0 ss...0 

0 Pays fan 
(18) MW = 3 

0 fua*:* fan 
astfel cat 


2 2 2 
(29) (a) = dp Sa + Aaa test Ana 


unde 4 = = 3 „ Pentru a pune în evidenţă baza acestei forme cano- 


“ii 3 
nice, observăna că relațiile dintre coordonatele iniţiale ale lui x 


şi cele din forma canonică sînt date matricea] print: 


ŞI 

(20) i ta Fe 
: cil E (tut let 
Sa LR ii 


“gi cum det NM 40, det LA O, matricea U = ML este nesingulară. Dacă 
notăm cu esse, vectorii bazei formei canonice, avem relațiile 


de schimbare a bazei scrise matriceal: 
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si e! 
(21) A sui [3 
f | ; “a 


Deoi, matricea de schimbare a bazei va fit 


(WI = ue (0 WI. 


Cazul II, Dacă (P: V——E e o formă pătratică nenulă, astfel 
încît pentru orice xeY soris într-o bază oarecare E = jegos, 
3 


sub forma X = PR 270 să avent 


(22) Pa) CF fa) = 2 cau fiti 


atunci există doi indici 1€1,jsn, i<j astfel ca 24 4 0. Efectuînă 
transformarea liniară nedegenerată de coordonate în spaţiul V: 


Ta = 8 CE +f3) 
(23) 13 = LEA i -Y) 


Pe Fus Ikea  EL4d 


în noile coordonate expresia lut (P devine: 


- 2 2 Dă ; 
(24) P(x) = 2040 20443 + 2 sexe ka Ik Ve 
: iz1,sfj 
; ] 
Cum cel puţin coeficientul unui pătrat e nenul, se continuă exact ca 
în“ cazul I, bi 
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Exămplu, Pie (P: R7—R o formă pătratică care în baza 0a- 
nonică E = (0756203 ] a 1ui R2 are expresiei 


Pa) =0(ffara) = 2FimȚe + er; + 27, Fa = 8f1F3 
+6 Faf3 


unde x = e Ye, + Matricea formei pătratioe în bata canonică estet 


ip ţ 
d, = Îi 3 
a 3 se i 


Oum xang f, = 3, va rezulta că în forma canonică a Lai (P vor fi 
prezente trei pătrate. Avea: 


a) n 8 (2pepae npp2 = PF 0F2 4 a Fps 3Fâe 
+ 873 + 6Fa fa DP efa-af3 e îțe + 10FaFz 


Bfeotuăn prina schimbare de coordonate 


Ta 2F, +a AŢ3 
Te Ya 
73 =$3 


1 Deoi 


400 = 3 1a 314 10 data e 0 4 8 Gta o sup? 00 


După încă o transformare de coordonate: 


316 
S=t 
Sas dte+5 
53 13 
este redusă la forma canonică: 
2 2 3 
(a) = 35, +9 Sa - 1053 
Relaţiile dintre coordonatele din forna canonică şi cele inițiale sînt: 
Sa = as 2Fa fa 4Y3 
Li Ad ACI E PE A 
Ya = 03 sf3 
deci matricea de transformare a opordonatelor este: 
lo 
U = 0. - 5 
0 0 1 


şi baza formei canonice, E' = fe sezse3 ] se poaţe obţine din relația 


matriceală: 
4 


“ ri 

e | =cuty1 | ea 

ii ke-] 
Obeervăn că matricea d a formei pătratice redusă la forma canonică 
este diagonală: 


o 10 
$3. Metoda Jacobi de reducere 1a forma canonică a unei 
forme tic 


In demonstraţia teoremei 3 am indicat o metodă de reducere la 
forma canonică a unei forme pătratice, Această metodă prezintă incon- 
vententul că nu oferă posibilitatea exprimării directe, în funoţie de 
elementele matricei formei pătratice într-o bază oarecare fixată ini- 
ţial a coeficienţilor (4) 1<isn din forma canonică şi a vectorilor 
bazei canonice, Metoda Jacobi, pe care o von prezenta în continuare, 
ne oferă această posibilitate dar e aplicabilă doar în condiţii res- 
triotive, 4 

Teorema 4 (Metoda Jacobi), Pie  : V —— K o formă pătratică 
pe spațiul vectorial n-dimensional V, avînd în baza £ Z(ey pese ji 
fixată, matricea; 


83 *0***p 


ge *Aan 


ce are proprietatea că pentră orice 1s i sn minorii (numiţi princi- 
pat) = 


Bajo eeâys 
Aş = 
le ati 


sînt nenuli, Aţunci există o bază E! = (eljneo-s€p ţa lut. V în cere 
“P să fie redusă la forma canonică: 
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4, 2 4 2 Aaa 2 
(2) P(x) = 7 LL 7 tos. Ea FĂ 


unde _7 jpe++s 7 int coordonatele lui x în baza E!, tar A, = 1. 


Demonstraţie, Vom construi baza formei canonice 


B! = fese++%0a | astea: 
U] 
o. = fue 


. = 4203 + Tao 
(2) ' e = Fusez + fosoateaat fue 3 


onseeeneoeeeneeneseeesee 


e, - fue + fapogt e esuat Mana 
Matricea schimbării de bază, 


fa fra eee Can 
0 faza ***:* fan 


(3) La n. .nneennananeese 


0 0 ee bn 


este tmiunghiulară iar coefioienţii f,jEE 1ci,j<n, joi se 
determină din două grupe de relaţii pe care le von impune, așa cum 
von vedea în conţinuare, Scopul lor va fi acela de a obţine în noua 
bază matricea formei pătratice, fa, diagonală, iar pe diagonala prin- 
cipală să se găsească chiar coeficienţii LAT 1sisn, din rela- 


țiile (2). Be ştie că, coeficienţii matricei f,. vor i a, = 


= 2Ceşse)), 161,4<n unde £ este forma polară a formei pătraticeP, 
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Pentru ca fii să fie diagonală ar trebui să impumeu vectorilor bazei. 
8" condiţii de tipul a, ş* £(ojse)j) = O pentru orice 161, den, 

4 4 je Dar, în baza biliniariţăţii lui £ şi a relațiilor (2) an obține 
niste ecuaţii de gradul doi în eveficienții LED 144,50, Pentru 
a evita acest luoru, von arăta în cele ce urmează că e suficient să 


ceren cai 
(4) teme) =0 pentru orice 161, Jen, jet 


pentru ca să aven şi 2(oyse)) = 0 pentru orice 1<1,jsn, ij, 


Introadevăn, din relaţiile (2) şi (4) rezultă pentru orice 
14 Ş fizaţi între 1 şi n, cu J<ie 


2tojve3) = teo fugea tocat fag) = Pagtlogrea) tea 

+ tu 2Coj»ej) = 0 
Polosind cun simetria formei biliniare £, rezultă că aven pentru orice 
14 d, Le td ene 2(eşye) 0. 


In continuare ne von ocupa de elementele de pe Gtagonata prin- 
cipală a matricei fu. Vom vedea că, impunînd condiţiile: 


(5) 2(else,) = 1 pentzu ortoe 1<i<n 
va rezulta că elementele de pe diagonală ant, sânt chiar 444» 
14 44 n. într-adevăr, aplicind relațiile (4) şi (5) obținem: 
ay e £ojrej) = Copa Pagontoner Baa sea + Pas ep = 


= fpatlopreg) eee Mace sflegreg.a) + Baa ECosre = fa 


Vom arăta în sfîrşit că, pentru orice 1sifn, aven rela- 
yiilea 


(da. sase fase.17 
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(6) fu = <a 


wie (4j]aegen sînt minorii principali ai matrisei d. Pia 


un indice 1, 1fi€n şi sorien relaţiile (4) şi (5) în acest car, 
Obţinen sistemul liniar neomogen: 


PCopsej) = Va fezrep)reeeet Fay e(ogse,) = 0 


"netnnneeneneneanennneenneneeeeee tona tesaeansee 


(7) : 
p ones.) = faq Eogrega)rsese fus Peres) = 0 


zce.se,) = Pia Sense) sie Psi 2fegre,) =1 
Eee da (Pa 14% 


Folosind acun faptul că 2(egpe.) = 243 pentru orice 11, jsn, pre- 
cun şi simetria natricei fn, pistenul (7) devine: 


E coate csere Fugas = 0 
(8) d antana atoeet Casa =0 


| Fusaga eee Pasa sa 


Determinanţul sistemului e chiar minorul principal A, oare prin 
ipoteză e nenul. Deci, sistemul (8) e un sistem Cramer, Rezolvînd 
acest sistem obyinen: 


Byjeeso esse Aşua [2] 


și Aga qeenegaa aa 0 


i e E i pă sa 
a i ă 


il) 


.... 
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In concluzie, matricea formei pătratice “P în baza nou construi= 
tă, da este: 


L O... ...0 


A 
E 


a oma nass0 


(0) es | mere 


a 
o o E 


iar expresia lui + 


(16.2) 241 a pa name Aga pe 


unde 1 jv+++ 7 -sînt coordonatele lui x în baza E*, 


Exemplu, Forma pătratică (Pi E — A are în baza canonică 


B = feusease3 | expresia: 


pula! ca 
10) = Pio Pa Fa) = Fa + Fa +F3 = 8F1 Fa + 4 FuY> -6f2fa 


unde $.+ Ya > 'sînt coordonatele lui x în baza E. Matricea sat 


Li 2 
dk, = - 1 -3 
2 pă 


are minorii principali: 


4 - go“ 2 
"Ap= 4 Aa = i = =]2 și i 1 = 4 
AR AIA 
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Puten pune deja în evidenţă forma canonică a lui (P , folosind rela- 
via (1) 


Pa) = bu Ei AI + "1, : 


Ne propunea însă să calculăn şi baza formei canonice, Pornin deci cu 
schimbarea de bază (dată de matrice triunghinlari)+ 


e = fo 
. ta = Fuzey + Î 0% 


ez = fazea + fanta + fa303 
Calculăn coeficienții din aceste relaţii sori ind cele două tipuri de 
relaţii (4) şi (5) de mat sus pentru ortoe 14163: 
si 
ttejvey) = 1 0 Pup fozsey) = dea fs 


gi deci, fuy = de wmăe rezultă: e! = 0, 


se 
2(ez,e,) = 0 4 bio 5%ao=0 
f(epsep) = 1 - fa fa a 


Rezolvână sistenul Orsmer obţinen: fo = $p = — E: „ decit 


Li 
e == 3 - 3 ea 

1=3 
(esua) = 0 543 = to3 + ata =0 
£(ezsez) = 0 4,3 + Pa - 3% = 0 
t(eksez) = 1 283-333 = 1 
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Boluţia sistemului fiind: ff,> = = ȚĂ , (az e =1s (fz3 = 3 , astfel 
căi i 


aia d aetee 33 


Cum matricea schimbării de bază este: 


Transformarea coordonatelor e dată de relaţiile: 


Fa = tu- 92-82 03 
fa = = 32-13 
3 = 213 


Observaţie. Pentru fiecare sisten rezolvat mai sus se cunoștea 
ultima componentă a soluţiei, anume Tau - ra pentru orice 
14143. 


Conăâiţiile care trebuie să le satisfacă matricea unei forne pă- 
tratice într-o bază fixată pentru a putea aplica metoda Jacobi de re- 
ducere la forma canonică fiind foarte restrictive, e firesc să ne 
punem întrebarea dacă avem posibilitatea de a sohinba convenabil baza 
în V în situaţia în care unii minori principali sînt nuli, In acest 
sens avem următorul rezultat formulat în [ 2 Je 


Propoziția 5, Pie f: Îi o formă biliniară simetrică nede- 
generată pe spaţiul vectorial finit dimensional V, Există o bază E în 
Y astfel că toți minorii principali ai matricei formei bidintare de 


„să fie nenuli, 
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Observaţie, Formn canonică a unei forme pătratice “P pe un 
K-spaţiu vectorial finit dimensional Y poate fi simplificaţă în func- 
ție de proprietăţile aritmetice ale corpului K, Von avea în vedere în 
cele ce urmează cazurile particulare KE = şi E=R, Să presupunen 
deci că rangul lui (P este r, unde Osrsa şi că a fost determinată 
o bată E! = fejsasoseji ja spaţiului V în care (P să fie redusă la 


forma canonică + 


2 2 
$ (3) = Aa tenst Ase 


“unde Papa Ta sînt coordonatele vectorului x în baza E! iar coefi- 
ctenţii TI ml Sica sînt puli, 


1) Cazul E=0. Bfectuind vo transformare Jiniară nedegenerată 
de coordonate: 


Is Vă Ta 1sisr 
5213 ml € <a 


expresia lui “? devine: 


e 2 
(aa) Pia) = fa eee Sa 


numită forma normală a formei pătratice. 


2). Cazul E = R, Bfectuînă transformarea liniari nedegeneraţă 


Ss = VIaal n 1sigr 


5s=% r16 <a 


de coordonate: * 


expresia lui (P devine, după o eventuală renumerotare a coordonate- 


lor lui x (presupunînă că A4>0 1€ isp A4<0, prltisr) 2 
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2 2 2 2 
(32) Pia) 55 nocet 5-5 perene e 


numită forma normală a formei pătratice, 


Deci, orice formă pătratică de rang r pe said vectorial 
finit dimensional X, unde K = € (sau K = R) se poate reduce printr-o 
transformare liniară nedegenerată de variabile la forma nornală (al) 
(respectiv (12)), y 


Su. Legea inertie formelor pătratice 


In acest paragraf von studia doar forme pătratice pe spaţii 
veotoriale reale, In paragrafele precedente am studiat problema redu- 
certi la forma canonică a unei forme pătratice, Am constataţ că nict 
forma canonică, nici baza formei canonice nu sînt în general unio de- 
terminate, Singurul invariant ce a apărut pînă în prezent a fost ran- 
gul formei pătratice, Cu alte cuvinte, numărul total de pătrate nenule 
din orice formă canonică a unei forme pătratice (P este același, in- 
dţferent de meţoda de reducere la forma canonică utilizată, Von nat 
pune în evidență în cele ce urmează un invariant în cazul formelor pă- 
tratioe cu coeficienți reali. 


Meorema 6, Pie i Y —= R o formă pătratică pe spaţiul veo= 
țorial real.V, Numărul termenilor pozitivi şi acelor negativi din for- 
ma normală a lui . d nu depinde de alegerea bazei formei normale, 

Demonstrație, Fie r rangul lui şi B= EL CRREIL A ] , 


Ş! = fese] două baze în V în care “P să aibă respectiv formele 


normale! 


2 2 2 2 
(1) P(x) =F, Dia -Y oa a Fa 
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şi 


2 2 2 2 
(2)  $(x) = Ti feet Ta E d etala dă 


unde Fans Fa sînt coordonatele lui x în baza E ar + 


Ta 
coordonatele sale în baza E'. Vom arăta că p=q deci că numărul de 
pătrate pozitive e aoslaşi, Va rezulta automat că și numărul de pă- 
trate negative e acelaşi , 


"Presupunen prin absurd că p>q. Pie 5, 6 V subspaţiul veotortal 
generat de vectorii e se *.%p Ț din baza E iar Ss subspaţiul veac” 
torial generat de vectorii | elan esse j din baza E: Avem 


din 5 = De din Sp = n-q iar pra-g>ne Interact din 5, + din 82 = 
= din (8, + 92) + dim (5, [N82),tar 5, + Se e un subepaţiu în V, 

dooi din (5, + 3) nu poate depăşi pe n, rezultă că dia (S,152)>0 
Bxiată deci z, € 5,152, zi 40, Scriind acest vector în cele două 


baze din V avent 


(3) x, = ete et Fo (întragtt xe35) 


și 
(4) z, = 7 aura? 794 (întrucît ze 53) 


Atunoi avem două expresii pentm P(x), folosind pe rînd cele donă 
forme normale: 


(5 Pia) Pee fe >0 


si 2 2 
6 == .... Ss 
(5) $(za) Ti $a o 


Cun am ajuns la o contraâicţie, rezultă că nu putea avea inegalitatea 
p>q. Analog se verifică că nici inegalitatea a >p nu poate fi accep- 
tată. Rezultă atunci p = 9. 

] 
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Definiţie, Numărul p de pătrate pozitive din forma normală 
a unei forme pătratice ( cu coeficienţi reali se numeşte indicele 
pozitiv de inerție al lui 4 iar numărul r-p de pătrate negative se 
numeşte indicele negativ de inerție al lui 3 


Deci, cei doi inăioi de inerție sînt invarianţi pentru o formă 
pătratică CP ou coefiotenţi reali, Bi reprezintă de fapt ohiar nună- 
rul de pătrate on coeficienţi pozitivi, respectiv negativi din forma 


canonică. 


35. Borme pătratice pozitiv (negativ) definite 


In cele ce urmează K = R far V e un spațiu veotorial real fi- 
nit dimensional, , i 

Definitie, O formă pătratică (Pa V ——R se numeşte pozitiv 
definită (respectiv negativ definită) dacă pentru orice xet, x 40 
aven (P(x) > 0 (respeotiv (P(x) <0). 


Spunem că P este pozitiv semi-definită (respectiv negativ 
semi-dofinită) dacă pentru orice xeY, x 4 0 avon P(x) > 0 (res- 
peotiv $(z)s0), 

deorena următoare ne dă posibilitatea să veriticăn într-un nod 
foarte simplu dacă o formă pătratică e pozitiv definită, 


Teorema ? (Sylvester), Fie V un epaţiu vectorial real de dinen- 
iune n, B = finanţe bază oarecare a sa iar Pi Y —= Ro 
formă pătratică, Sînt echivalente: 


1) _$ este formă pătratică pozitiv definită 
2) Matmicea 6, a formei pătratice (f în baza E are toţi 


minorii principali 
Aga seâyq 
4"  mmnearnseea 
pgoe see eâgg 


Isi sn strict pozitivi. 
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Demonstraţie. 2) —>1). Pentru forma pătritică (P se poate 
aplica în baza ipotezei metoda Jaoobi de reducere la forma canonică. 
Există deoi o bază B'= fe4s+++04 ] a lui V, în caret 


2 2 A 
P(x) = e ua E îi Pa teeet E ia pe 


a Ă 
unde x = dotat Cun Ay > 0 pentru orice 1<i<n, rezultă că 
ra | 


Q(x) > 0. | 


1) 52). Pie o formă pătretică pozitiv definită, tar 
£ + V2——R forma sa biliniară polară, Dacă 6, = (esa cuen 


este matricea lui P în baza E, a,j = 2leysa,), pentre oriod 

1€ id sn. Arătăa că toți minorii prinoipeli ai acestei matrice sînt 
nehuli. Presupunem prin absard că ar exista un îi, 1sien, ca 

Ay = 0. Atunoi există A... AER, nu toți nuli, astfel cat 


(a) A pg host a ag = 0 Ț 1sjsi 
Deci 
Ag fCograg)reaor Aa Elea) =0  V ucseti! 
sau, folosind lintaritatea lui f în primul argument, obținem: 


(2) PCA goga set Asee .j) =0 XE sist 


Inmul ţină fiecare relaţie cu A 1sjsi şi folosină lintaritatea 
în al doilea argument a lui £, avem 


(3) IA erat A2, Ş Agero st Age) =0 


Am găsit deot un vector x = Agegtoest Ageet * £ 0 astfel oa 
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2x03) = P(xg) = 0, ceea ce contrazice faptul că (P ar fi pozitiv 
definită, In concluzie, A, 4 0 pentru orice 1<i< a Aplicîad acun 
metoda Jaocobi de reducere la forma canonică a lui P, se determină 

o bază B* = else ja lui Y în care: 


2 A 2 A 2 
(4) 4) = Ta + aie met DAN 


fiind pozitiv definiţă, rezultă că' A4>0 pentru orice i, Veri- 
fionarea se poate face soriină că Q(ej) > 0 pentru orice sign. 


Intr-adevăr, avem: 
A : A di i 
(5) Peel) . 20: cal) = Za>0i---i fie) RS să =d; 


de unde rezultă faptul că toţi minorii principali sînt striot pozitivi, 


Putem formula următoarea teoremă ce caracterizează formele pă- 


tratice negativ definite şi care se demonstrează analog: 


Meorema 8, Pie V un spaţiu veotorial real n-dimensional 
2 = fogre+*10y] 2 bază oarecare a sa jar (Pt: V —=R o formă pătra- | 


tică, Sînţ echivalente: 


1) este o fornă pătratică negativ definită 
2) Matricea £ a formei pătratice cu baza E are 


rii principali cu semele alternate: A 4_3* Ay SO, 1gisn 
(Ag = 2 AJ<0). 


Corolar, Forma pătratică P  V—R pe spaţiul vectorial 
veal n-dime''sional V este pozitiv definită dacă şi numai dacă atît 
rangul său oît şi indicele pozitiv de inerție coincide ou n, “P este 
nepmativ definită dacă şi numai dacă atât rangul său cît şi indicele 


nogativ de inerție coincide cu ne 


- 86, Porne pătratice hernitice 


In vele ce urmează V va fi un spațiu vectorial complex de di- 


mensiune n. 3 


Detiniţie, Se numeşte formă sesquiliniară pe V o aplicaţie 
£ 1 V? — 0 ca proprietatea că oricare ar £i x, stos pay iYpet 


şi A Aa „Pays Aaet aven: 

D) ECAazzy tata) = Ayfrasi) + Ap Elxzsy) 

2) Pre fa AZ = ÎntaaD + tar) 
(deci e liniară Sa primul argument şi semi-liniară în al doilea argu- 
ment) + F 


Dacă 5 = țejs..+sa, este o bază fixată în Y, expresia formei 
sesquiliniare £ în această bază va fi: 


: 3 n, 
(2) ea) = EC Paoue ae) Pa Ta Ap 


"unde x = PI A y = PLZ "ag = fCognej) Lisden. 
(449) câ,jen Sint oceftetenții Vii £ în baza 2, tar d, = 
= Ci past,jsn matricea lui £ în baza E, 


Definiţie, Spunem că forma sesquil intară we este 
hermitică dacă pentru orice x,y €Y avem: 


2(x,7) = 27) 4: 


Dacă £ este formă sesquiliniară hermitică, atunoi într-o 
bază fixată arbitrară BE = fese ese) în V avemt > / 
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(2) f(ejsej) = 2(esse,) „Iei sn 


In particular, f(ep+e4) = t(ogse,), 1 sin, deci natricea 4 


a foxmoi f£ în baza E are proprietatea că pe diagonala principală are 
numere reale iar pe poziţii simetrice faţă de diagonala principală, 
numere complex conjugate, 0 astfel de matrice se numește hennitică, 


Pio £:1 V2 ——= € o formă sesquiliniară far E = fogs+-+9a | 
şi B! = fer. <-vea jdouă baze în V. Pie L = (Aj): <1,jsn tatrăcea 
de trecere de la baza E la baza B', 4% = (Ciuci sn și 


an= (441 ciuisn Matrteele format £ în cele două baze, Atenei. 


aven: 
i k 
(3) e, =Âus e Isi sn 
(00) Cug = Elogse) în ua = 2eus0g) 


1si,jsn, Isk,ssn 
şi deci ! 
LA Pa k 9 
LE) = sey,ej) = CCA Să.j e )= 


E <a k —s5 
3 A Aug fereg) =Â i Cs Ay 


i i 
Rotînd cu LE = CA sa <1,ken matricea transpuci lui l şi, su 


î= CĂ cs 3,4 sn Patricea constituită âin sonjngatale corpilexe 


ale elementelor din L, relaţiile de mai sus deving 


1 LA n - 
“(9 au Asu (ED ua Ăgg) îi Netea 
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sau, în relaţii matriceale: 
& = zt Li 


şi cun 1 şi Î stat nesingutare, rang: db, = vâng dfey. Deot, rarigit 


matricei formei sesquilintare £ nu depinde de bază, Rl se va nun. 


emagiă îud £+ Ton spune oă £ eate aeremrată dacă rang to cot- 
cide cn n = dim Y. 


Detiniţţe. Se numeşte formă pătratică hermitiică pe spaţii 


veotoria! complex Y o aplicaţie 9 1 V— € ou proprietatea că oxls- 
tă o formă sesquiliniară hermitică £ + V2—= €- astfel căt 


(6) P(x) = 2) + zeY 


Corespondonţa £ AP pusă astfel în evidenţă o bigeotivă, Intr-ade- 
văr, dându-se forma pătratică hermitică CP , forma seganilliniară ber- 
mitică din care provine e dață det 


(2 tru) = Ea) = Por) + 1 Pee) 1 tt] 
£ se numeşte forma polară a format -pătratice hermitice (|, 
” i n 
Pie E = fejs--se,țo bată în, xeY arbitrar, x de 


iar Pi: V ——0 o formă pătratitcă bermitică, Notând cu Ey = E (oyre) 


1€1,jsen coeficienții formei sale polare în baza £ avem: 


(8) Q(x) = i tdi e a Seo - & DI; CF 
ceea ce constituie expresia formei pătratice hermnit ice g în tiaza 


fixată. Matricea formei pătratice herniţice e în baza E coinciie 
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ou matricea formei sale polare, ea fiind o matrice hermitică, 


Exemplu, In spaţiul vectorial complex tridimensional [id con= 
siderăa $: 07—0 astfel 


Pa) = Fa Fie CD Fa Fa e UD Pa +faFa + (2-DYof3+ 
+2 Fa F> + 2f>73 


pentru ortee x = (Fas far F3) € 07, ? este o formă pătratică herniti- 


că avînă în baza canonică a spațiului [id matricea 


Î = r a08 
= O 1 g2i 
1-1 24 2 


Porna sesquiliniară hernitică din care provine ester 


2Cas7) = Fa Ta e (ae) Fa 3 + (2-0) Fa fane Fa Ta 203 
+ (204) 3 a + 2F> > . 


pentru orice x = (Fas Far F3)s 7 = (a Va» 73). Cun det 540, 
„P este nedeganerată, 

Rezultatele din $2 şi $5 relative la reducerea unei forme pă- 
tratice la forma canonică prin metodele Gauss şi Jacobi rămîn valabi- 
le 3i pentru formele pătrați ce hermitice. Mai precis, avem 


Meorema 9. Dată fiind (+ V —-€ o formă pătratică hermitică 
pe spațiul vectorial complex n-dimensional, există o bază Bizfejsses9a] 


în Y în oare 4 să se sorie sub forma canonică 


(9) Pa) = Ag Va Patent Aa n Ta 
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coeficienţii 1,, 1sien fiină reali iar Puse::, 7, coordonetele 
veotorului x în baza E'. 


Demonstrația se poate face analog cu demonstrația teoremei 3 
$2. Pacem observația că formula (9) se mai poate scrie sub format 


9) . P(x) = A plat Aaa | ? 


iar numărul de coeficienți A, nenuli ooinoiăe ou rangul lat $, 
In cazul exemplului dat mai sus, avon: 


Pra) n (Parta) PC Feari) fn = 25573 + 205751 + 


+FaFa + (2-0Fofa + (20 F3Fa 


(am grupat termenii ce conţin pe a, respeotiv Ș,). Bteotutnă oobta- 
barea de variabilă 


Sh + Go, 
» Sa = Șa 
S3= f 
obținea: 
fa) = Sa 5 + Sa Sa +(2-0) Ya Sa + (204) 53 Sa = 
=|51 2 + (Sa e cae (Fa +a) 9) - 55353 
Păoînd o nouă schimbare de variabilă: 
Tae 
Ma Ya + (201) 53 
13 53 
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avem forma canonică: 


ga) = al? ete 2 = 5 Ina]? 


Mai mult, întruott orice matrice hernitică are minorii principali reali, 
aven şi 


Meorena 10. Pie (1 V —=C e formă pătratică hermitică pe 
spaţiul vectorial complex n-dimenstonal iar E = (ejs+-+19jo bază 


în V, Dacă matricea cf, e formei pătratice hornitice Pare proprie- 


tatea că toți minorii săi principali 


IE ni Zi 


Aga [........... 1sis$n 
aa ..... „cCaj 


(A, = 1) sînt nenuli, atunci există o bază în V, 8! = fel,...se!] 


în dare 4 să aibă forma canonică 


2 A 2 
(0) 9 32| toaot i 7] 


unde Danes. Ya sînt coordonatele vectorului x în baza B', 


Construcţia bazei, E! ae face la fel ca şi în demonstraţia 
teoremei 4 $5, 


Observaţie, Ca şi în cazul formelor pătratice pe spații veoto- 
riale reale şi pentru formele pătratice hernitice funcţionează legea 
inerției, De asemenea, vom putea vorbi de forme pătratice pozitiv de- 
finite, respectiv negativ definite întrucît din expresia unei forne pă= 
tratice hermitice într-o bază se vede clar că valorile sale pe orice 
vector xeY sînt de fapt reale, Mai mult, o formă pătratică hernitică 
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va fi pozitiv definită dacă şi numai dacă toţi minorii principali ai 
matricei sale într-o bază oarecare sînt pozitivi şi negativ definită 
dacă vor avea seme alternate 4, = 1>0, A s0, Ag >Onoeae e 


Ta cazul exemplului dat mai sus, avent: 

A = Le Az= Ag = -5 
iar forma oanonică într-o bază E! = fe sezse, | determinată prin 
relaţiile: 

Li 
e. = Vuze 
ea = uzi + Vaza - 
] 
e3 = £130. + faza + Wa303 
cărora 11 se impun condiţiile: . 
e(ejse.) = 14  £(omsoj) = 01  2(ozrep) = ai 


2036.) = 03 2(e3se2) = 04 293003): = Fi 
unde f este forma polară a formei pătratice (P) este: 


2 2 2 
ez) = al - 313| 


(av 273 fiind coorâonatele lui x în baza 8'), Pentru această 


formă pătratiocă indicele pozitiv de inerție este 2, iar indicele nega- 
tiv de inerție este 1, 


339 


CAPIDOuIL 17 
Spatii cu produs scalar 


Acest capitol va fi consacrat studierii spaţiilor cu produs 
scalar reale (euclidiene) şi complexe (unitare). Vom arăta că orice 
spațiu enoliătan finit dimensional este canonic izomorf cu dualul său. 
Von studia apoi operatorii liniari pe spaţii cu produs scalar, şi în 
mod deosebit, operatorii autoadjunoţi şi operatorii ualtari (ortogo- 
nal1). In oapitolul următor von continua stadiul acestor operatori, 
punînă în evidenţă forma lor canonică. 


Definiţie. Pie V un spaţiu vectorial peste oprpul R, al nume- 
relor reale, Se numeşte produs scalar pe V o aplicaţie <,> va R 
care satia?ace condițiile: 


2). CIy > E <a > sv X xy ev 

2) Ca B> = CX >+<I2> sv V It eV 

3) CARI >= ACI > e Y A ef; yet 

4), <> 20, Y xet şi <x,r>=0 
eX 3 Op 


Observaţie, Din relațiile 1) şi 2) obţinem, pentru orice 
x Fa ei 


21) <xsy+2 > = Cyrzz > = Ya 2>+ C2R> = CX) SX2) 


și 3 
<X0> = <O0x> =0 
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iar din relaţiile 1) şi 3) obținea: 


3) <xuAy>=A<x> Y AeR, xyer 


Rezultă deoi că produsul scalar pe un spaţiu vectorial real este o 
formă biliniară, simetrică, nedegenerată, cu forma pătraţică asociată 
pozitiv definită. Această formă biliniară e numită tensorul meţric, 


Reoiproc, dacă g i V2—=8 e o formă biliniară, imetrică, 
medegenerată cu g(x,x) > 0 pentru orice xeY, z 40, ea definegte un 
” produs scalar pe V prin: 


(D <xy > = Br) „xy 


Dacă dim V=ngiE= Şojseseeă | e o bază oarecare în Y tar 


z = Foeu 7 = tea atunci: 


n E: 
<x7> = PR It pt = 


n_ n 
i îi Pe T.1% 
unde an notațt 
(2) LE] = (ee) . 1si,jen 
LEE! 1£1,d&a definiţi prin relaţiile (2) sînt coeficienţii formei 
biliniare g în baza E, In cazul particular în care LEȘI = 53 = 


1 â=4' 
= 1s î,dsn dusul scalar devine: 
i, 143 "d <n, pro se 
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S L) 
(3) Caras) = dă tu 
SI 


Bxemple, 1). In spațiul vectorial BR", luorind în baza canonică 
E = Vopsea] „ produsul scalar a doi vectori, x = (Șase fn) și 


7 3 (Tasesss m) e definit prim 


(4) <I> a Fa Mate fa Ta 


Dacă n = 1, CX > Y xyeR, 

2). Pe spaţiul vectorial 0g( [a,b] ) = $ £i[asb]——R | 
£ continuă]se poate introduce produsul scalar a două funcţii S 
tg e 0([a,b]) prim 


| E] 
(5 <taya| ee) gct)ăt 
E a 
Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial real înzestrat cu produs 
soalar <,> a p—a, Cuplul (V, <, >) se nusește spaţiu euclidian, 
sau spații cu produs scalar real, 


Observaţie, Dacă forma biliniară care defineste produsul sca- 
lar pe spațiul vectorial real X este simetrică, nedegenerată, dar for- 
ma pătratică asociată este nedefinită (indicele pozitiv de inerție 
este p, 0 <p<n) se obţine noţiunea de spaţiu pseudo-euolidtan, Un 
exemplu în acest sens este spațiul Minkowski, utilizat în teoria rela- 
tivităţii O =, p= 3), 


Von introduce acum noțiunea de spaţiu cu produs scalar 
complex sau spaţiul unitar. 

Definiţie. Fie V un spaţiu veotorial peste corpul C al nume- 
relor complexe, Se numeşte produs scalar pe X o aplicaţie <, >: v2e 


(da. se /saa fase. ta 
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care satisface condițiile: 


1) <I> => sp V xyeY e nn 
2), CX + 72 > = Cxz>+ C2> Ve xyz eY 
3) CAzI> Aa >, F. detii xyer 


4), Caz) 20 V xeY şi <xx> = 0-0 


Cuplul (Y, <, > ) se numeşte spaţiu witar aan spaţiu cu prods 
 soalar complex, 


Observaţie. Din 1) şi 2) rezultă: 


2!) <xyiz > = CIzx > = CI + Sir > = 


= XI > + <xz> Ya et 


iar din 1) şi 3) rezultă | 


3) <xsAy> = Cayr> = Az> » Ă <xr> 
Y xyev, Act, 


Deci, produsul scalar pe un spaţiu vectorial complex e o formă 
sesquiliniară bermitică, cu forma pătratică asociată poziţiv definită, 

Reciproc, dacă g î Vâ—=0 e o formă sesquiliniară hermitică, 
cu g (xx) > 0 pentru ortoe xeV, x 4 0, ea defineste un produs 
scalar pe Y prin: 


(6) <x7> = alx) p. xzev 


Dacă dim =a şi E= (oprea | e o bază a sa, atunci pentru orice 


n 
x,I€V; x = Fe, „y= tie obţinen: 


243 


ţ n n Sa AL i 
(7) <> = Blau) = ec? teo Lino = 3 Î 543 Fi 73 


N 


unde am notat, la fel ca şi în cazul spaţiilor reale: 
(8) Eug = Bega) Vi 1Si,den 


respectiv ovefioienţii formei sesquiliniare g în baza E =feresesea je 


ÎI și în 
In cazul particular în care By = Sg = î. 


ntru orice 
143 Ş 


1€1,j sn obţinem 


E:3 
(9 <x7> = IA LA 


Exemple 1). Pe spaţiul ch, 1uorînă în baza canonică, produsul 
scalar a doi vectori x,ye€ , z = (Fame mo II (Poe Va) 


se defineşte prin relaţia: <x,y>= >! T, LA „ Pentru n = 1 obținem 
<Xy>= XX pentru orice x,y ed. 


2) Pe spaţiul vectorial 0p ( [a,b] ) = je . [a,b] —e| 


f continuă i s6 defineşte produsul scalar a două funcţii 
t,8 e09 ([a,b]) prin: 


» 
(10) <t = f(t) g(t) at 


Se ve ifică imediat că sînt satisfăcute axiomele produsului scalar, 


In continuare vom studia simultan spațiile cu produs scalar 


reale i complexe, demonstrațiile făcînâa-le în mod obişnuit pentru 


„ Hele complexe, cînd proprietăţila sînt comune. 


34 


Definiţie. Pie E = € sau R iar V un spațiu vectorial peste E. 


Se numeşte normă pe Y o aplicaţie. 


| |: r—a, xevilriea 
care satisface condiţiite: 


1). xi 203 lxpz0erx=0 
2). [âzi= lâllz Y. det, xev 


3) Ax rs Iza tai Y xyet 


Cuplul (V, | (|) se numește spaţiu vectorial normat. 


Propoziția 1. Fie Y un spațiu cu produs noalar peste E (E2R,0) 


Atunci, pentru orice x,yeY aven: 


2 
|<xy>| e <> <> 


inegalitate cunoscută sub denunirea de inegalitatea Sohmarz - Cauchy = 


Buniakovski. 


Demonstraţie. Cazul I: K = R. Pentru orice ACR, xyeY 


Os<x+ Ag, x+A7> = A 2c3> + 2ACx,7> +<xr> 


Deci, trinomul de gradul 2 în A trebuie să ia numai valori nenegati- 


ve, ceea ce are loc numai dacă: 
<a7 2 = xx > Crr><0 


de unde rezultă: |<x,y>|s yexr> Ver> 


-. » 
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Cazul II K = €. Pentru orice Act, x,y eY avem 


O CAI, XrÂŢ >= Cry +ACIz > +Â Ca >+ 


+AĂ<II> 


<XI> 
<I> 


Alergînă în particular A = - 


aveai 
0 < cxur> = DR 75 = DE ca + 


—— 2 
* 7 ED SP caci 


deci, 
| >f s <xx> <I> 


Dacă y = O nu se putea alege A ca mai sus, dar atunci ambii menbri 
ai inegalităţii erau nui. 


Observaţie, Dacă Y este un spaţiu cu produs scalar real sau 
complex iar  x,yeY atunoi |<x,y>| 2, <I> <I> dacă şi nu- 
mai. dacă siatenul îx,7] este ie dependent, Intr-adevăr, Age 
ş = Ax cu AEK atunot |<xr>ţ 2 = [<a af? <> î 
= CXă> CAT AL e xx >CI,I> e Beoiproc, folosind ipoteza şi 
faptul că rar, e AT> =Cxx> tAGRI> + Î Cxr> +AĂ<II> 
şi alegînd oa demonstraţie propoziţia 1) pe A = --S2:72 avem 


<I> 
<aaă> Să > ol | 2 
CX +ÂTa + A7>= - =0 
<I> 


deci x+Ag = 0 ceea ce stabilește liniar dependenţa sistemului 


xy] . 
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meorema 2, Orice spaţiu cu produs scalar real san complex V 
este spaţiu vectorial nornat, cu norma definită prin: 


x] = Y <xz> „P. et 


Demonstraţie, Veriticăim cele trei proprietăţi ale normei: 


2). Evident, [xi 30 iar [x[| = 0 dacă şi numai dacă 
<Xz> = 0, decit dacă şi numai dacă x=0 


y 2). Nazi = V<az,ădx> VAF <xz> = Al px dacă 
corpul E oște complex și Jazi = V Caz, ar >= VA? <xx> =. 


=|ANXA- 2n oana zeal (|A| e în primi car soduluă nonărmui con- 
plez A dar în al doilea caz, al numărului real A). 


3). In cezul spațiului real avem aplicînă propoziţia Ii 


per î = <a, Ep = <X2> + 2 <x7> + <> e 
spe + af + 2 e ax + at + 20 top= 
= acte d 
iar în cazul spaţiului complexi 
ff SI CI, I7> = CX r> + CX 7) + <I> + << = 
Axl sugi? + 2 Be <xr> staff + jol 2+ 2 | caras 
Siza £ e px 2 + 2 batai = Cazi e to 


Definiţie. Fie X o mulţime oarecare, Spuhen că an introdus pe X 
o distanţă sau metrică dacă an definit o aplicaţie 


di XxI—R 


ce saţisface proprietăţile: 
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1) alx) 20 F xyet: 
d(x47) = 0x97 
2) â(x+7) = d(z,x) X xyer 


3) a(x,y) s d(x,z) + d(z,7) T xyz ex 


Cuplul (X,d) unde d este o distanţă pe X se numeşte spaţiu metric, 


Orice spaţiu vectorial normat V e spațiu metric, cu distanţa 
da VxV —— RR definiţă prin relaţia: 


UD ala)= [Rd] E xy eY 


Exemple: 1) E? poate £1 organizat ca spațiu vectorial nornat 


cu norma definită prin: 


px = yoex> i Pi 


unde Fie Fa sînt coordonatele vectorului x în baza canonică. 


atunci, pentru orice Xe, x = (Foo. Fat YI = (Dao Vp) 


aven!: î 
a(z,7) = [rogi = | fi - 72 


In parţioular, dacă n-= 1, aven [x]= |x| iar (x,y) = |x-y| pentru 


orice xyeR. 


2). 02 poate fi organizat ca spaţiu vectorial normat cu norma 


definită prin 
E 
2 
= fax pa 
xy = Li i jă] 


unde anno Ta sînt coordonatele lui x în baza canonică. Pentru 


orice xyet ,z= (Farse FI = (4 ETERaa) 7) von avea: 
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n 
Aa) = i E PER i 


Dacă n=l, |x= |«| iar dâ(x.7) = |x-y| pentru orice x,yet. 


Observăn că în E! cu produsul scalar definit mai sus inegali- 
tatea Schwarz-Ceuchy-Buniakoveki devine: 


n n 2 2 
2 
9D.Ă 1 < QR E aL ) 


* pentru orice x = (Foo i) ss Came Pa) en iar în spațiul 
unitar 604 


n n Sai Y 
Ch Tu e căial? Că > 


pentru orice x = (Fane LB y = (Pameoer Pa) ec. 


3). Spaţiul euclidian ca ([a,b]) este spaţiu vectorial nornat, 
ca norma definiţă prin: G 


. i: 
pen = Vase | cat zecg ([a,3]) 
a 
Inegalitatea Bohwar z-Qanchy-Buniakovski devine: 
b i:] b 
( Et) acida)? < d Zoo], eîtoat) 


pentru orice f,g ca ( [a,b] )+ In cazul spațiului complex og [a,b] 


norma e definită prin: 
———— b a Ei 
TEI fese at , zecț ([ab]) 
a $ 


iar inegalitatea Schwarz-Cauchy-Buniakovski: 


"349 
b b 


b 
A 2%) ied jet) 2at d lect) |2a% 


i 


Definiţie, In cazul spațiului euclidian V puten defini ung; hiul 
a doi vectori x,y SV prin: 


<xI> 


cos € = 
LEI! 


„  0e[0,7) 


<XI> 


<1 pentru orice 2pav). 
“Aziz 


(Intr-adevăr, din propoziția 1 avem -|< 


$2. Baze ortogonale; baze ortonornate 
In cele ce urmează V va fi un apaţiu cu produs scalar real sea 


complex. , 


Definiţie, Vectorii x,yeY se numesc ortogonali dacă şi numai 


dacă <x,y> = 0 . Un sisten 8 = (poe | ds vectori din V se numeş- 
te sistem ortogonal dacă pentru orice 1 <î.1<m, i 4 ] avem 


xx) = 0, 
Spunen că 8 = În j este sistem ortonornaţ dacă pentru 


orice 1sî,j<n, Capră) 53 = inu î 
Si 


(Definiţiile se pot generaliza pentru sisteme infinite de vectori în 
cazul în care V este infinit dimensional); L 


Propoziția 3. Orice sistem ortogonal. de vectori nenuli într-un 
spaţiu cu produs scalar este lintar independent. 


Demonstraţie, Fie V un spaţiu cu produs scalar de dimensiune 
n iar s = (use o ă | un sistem ortogonal de vectori nenuli din V, 


3 
Fie Agnes AEK astfel ca gi = 0 
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Atunoi pentru orice 1 s js m aven: 
i L3 Lj 
0 = <0szp>=€ Iară pa 2 xprp> 


și cun x, £ 0, rezultă A; = 0, deci 5 este lintar independent, 


Obeervaţie, Intr-un spaţiu cu produs scalar finit dimenstonal 
numărul vectorilor dintr-un sistem ortogonal nu poate “depăşi dimenstu- 
nea spațiului, 


Propozitia 4, Pie 8 = fxv::+,%, | un sistem ortogonel de vee- 


tori nennli în spațiul cu us scalar V, Dacă z€ Sp(xypss+4x,) 7. 
atunoi; 


Denonstraţie, Can xesp(zys-::1%,) » există scalarii 
Age Ap EEE astfel caz = PA „ Sistemul 8 fiină ortogonal 


avem pentru orice 4, lăsa. 
CX aus, >= La Sg > s Aj < ine Lua > 


<> 
"Deci, A ş= POR. fr pe 1-58 
Exit) 
95 
Coefioienţii (1,] 3 c sem din relația (12) de mai sus se 
numesc coeficienții Fourier ai vectoralui xeY în raport cu sistemul 
ortogonal 8. Dacă sistemul S de vectori este ortonormat, atunci ooefi- 
aienţii Fourier ai vectoralui x vor fi: A = <%ă> e 183 sn. 
Dacă Y este un spațiu cu produs scalar n-dimensional, iar 
n = CERE | un sistem ortogonal de vectori nenul, atunci E, fiind 


liniar indepenăent, va constitui o bază a lui V, 
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Definiţie. Se numeşte bază ortogonală a spațiului. cu produs 
scalar n-dinensioual V orice sisten ortogonal constituit din n vectori 
nenuli, Se numeşte bază prtonormată a lui V orice sistem ortonormat: 


constituit din n vectori: 
Teorema 5, In orice spațiu cu produs scalar V există baze 
ortonormate « ? 


" Demonstraţie, Pornind de Ja o bază oarecare E = Tense] 


a lui V von construi o nouă bază, ertogonală, folosind aşa-numitul 


procedeu de ortogonalizare Gram-Sohmidţ, Vom demonstra de fapt mat 


general, că pornind de la un sisten liniar independent de n vectori, 
se poate construi un sisten ortogonal ţot de n vectori, toţi nenuli, 
prin relaţiile: ! 


& = e 
"fa = ea + Aa2f 


13) 4 
( £ = eş + Aasfateet Aaaa i fi 


pe e, +A Peene aneanesst Ana n fr 


unde cpeficionţii Asgeă, 1<1,J&n, 4i<4 sînt daţi prin relaţiile: 


Sefi > 


(14) A 
“ <> 


(rolaţii ce asigură ortogonalitatea sistemului i Panta De 


Demenatraţia se face prin inducţie, Pentru n=2, pornind de la 
pintemul liniar independent E = feuve2 f se construieşte sistemul 


za | tata | prin relaţiile: 
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£ = e 


îp = co +a & 


unde Ap se determină din condiţia ca < fpty>=0. 


Mai precis, din 
fas > = <ez + Agafynfy> = Cezit>+ Au3 <£ st >=0 
obținen imediat: 


digi dm Ata, 
ci i ee 


unde <2f>= <ejse,>4 0 căci e, este nenul, In plus £» 4 0 deoa- 
rece dacă am presupune prin absurd că 15 = ep +Aupfy = eo + Azae] = 0, 
ar rezulta că sistemul iniţial de vectori fe.ez ] ar fi liniar dapen- 
deat, 

Fresupunen proprietatea adevărată pentru n-l şi o demonstrăm 
pentru n, Fie deci £ = $ ejse++s0 | sistemul liniar independent prin 
relaţiile (13) de mai sus constritim un nou sistem de vectori 
P = £ps+++s£ | dintre care primii î-1 sînt conforma ipotezei de inducție 

ortogonali doi cîte doi şi nenuli, Demonstrăn acun că și scalarit 
Ape A pan pot fi astfel determinaţi înctt <2psfy> =0 


pentru orice 1<isn-l şi f, 4 0. Intr-adevăr, aven prin ipoteză: 


0 n fast, > 5 Cepst > + A pp CE vast A poa manat? 


(a5)d mmm nene nen nea en naenenaraesae o.n.vcceaaeees 


Pai sat, 


nl nino En-a> 


Oa Sfpifnua >= Cenrfna> + Aa Sfat 


şi cum sistemul | Eooontaa e deja ortogonal, relațiile (15) se 
reâuo lat 
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0 = Sept > + An Cfyfa> 
(a6) eojaneenneen nenea noveeveasasea 


0 = Sepifaa > tân=a n <fnoa:fa-a> 
de unde rezultă că pentru orice 1<jsn-l avent 


RE 11.7 LAN 
Asa <eat> 


Mai mult, vectorul £, 4 0, căoi dacă am admite prin absurd că fe 


an avea! 


O = în 2 9 tgp, teseetă, 


a n-l nfn-l = 


> Ep tanti *Aan(02 + Aga07) tonetAn-a n(Oat Azn=a0a +. 
Poeeet Ana nul Însa N 


iar în final an obţine coeficienţi An" App ek astfel cat 


L: LA = e + 307% +4 nana 


iar sistemul iniţial E = fas ese. ] ar rezulta liniar dependent, 

In concluzie, proprietatea e adevărată pentru orice n natural, Pornind 
deci de la o bază oarecare B= Țegree+sep a spațiului cu prod:s sca- 
lar V, vom putea construi o bază ortogonală F = (Eaeeeofa ja sa cu 
ajutorul relațiilor (13), unde scalarii As 1£i,jsn, i<j 

sînt unic determinaţi prin relațiile (14), . 


Pentru fiecare 1 £ j <n vom avea deci: 


9  Cesti> 
(7) = ep SO do e 
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Din baza ortogonală P astfel construită von putea obţine o bază ortonorma- 
tă a lui v, Q= (poeta | normînă fiecare veotor al său. Mai precis, 
Yom avea: a . P 


d 
(28) &4 = 7râg „ Isicna 


Bremplul 1. Pie Y = (8) spaţiul euoliătan tridimenătonal a 
funoţiilor polinoaiale cu coefiotenţi reali de grad < 2, ou produsul 
scalar definit prin: 


1 
<9,8> | P(t) Q(t)at 
zi 


Sistemul 8 = (1,t,42| formează o bază în acest spaţiu. Construim, por- 
nină de 1a ea, 0 nouă bază, ortogonelă, folosind procedeal Gran -Schatăt 
“ =) 

tz=t+Lal 

ta epute fa 


scalarii 4, 4 determininău-se din condiţiile de ortogonalitate, 
Mai precis, notină 0, = 1, ep = t, st, avon: 


1 
o = <epep>= | (toat = 24 
- 


deci d =0 şi £3 = t. Acum, din condiţiile: 
TA 
0 = Cozep= | (42 apt sfat = 8 + 24 
gi a 


i 
9 = Cos $ (e? e pt + ft at = Li 
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obținea p=0 gi == 8, deci eş = 2-3. 
Am obținut astfel baza ortogonală f 1,t,t? = Li 


Mai general, dacă Y = P, )(R) este spaţiul ouoliătan a! funoţii 


lor polintoniale ou coeficienţi reali de grad € a-l cu produsul scalar 
definit ca mat:sus, atunci pornind ds la baza E = (1ptyeeecstiri 
| construia primul procedeu de ortogonalizare e mouă bază 


patut, E-3, Pod | . Polinoansle din baza ortogonală 
astfel construită coinotă, abstracţie făotad de un faotor multiplicativ 
ou polinoamele: = 


ă 
let? ceas 
(29) Fri i: , 0<ken-l 


numite polinoamele Legendre. Polinoanele Legendre formează deci o bază 
ortogonală în acest spațiu cuolidian. Prin normarea vectorilor acestei * 
baze obţinem o bază ortonornată | 2 i ata „ Dacă Q este acum un 


polinon arbitrar de grad $ a-l, coorăonatele 0 s0ave+:.09 <R ale 


lui Q în baza (2,| Ocksm=a Vor fi determinate prin relaţiile: 
c 2 
e cu | act) By) at 


Exemplul 2. Considerăm pe intervalul [0,27] sistenul de funoţii 
Losbyvesersfaayz WRde 


26) = 1 et) = 005 ţ, fa(t) = stat, 


a... faa(t) = cos nt, faaa(t) = sin ate 
Combinația lor liniară cu coeficienţii a sas: ka. bysban se she. 


i 


ș* 
im eee d 
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(20) P(t) EI: Și a, 08 t + Dp sin tocata, cos t + by sint 


se numeşte polinon trigonometrte de grad n. . 

Mul ţimoa tuturor polinoamelor trigonometrice de grad £ n for- 
mează un spaţiu vectorial de dimensiune 21. Considerînd pe acest 
spațiu produsul scalar definit print 


27 
<PQ> -| P(t) Q(t)ăt 


o 
E 11 însestrăn cu o struoturii de spațiu euclidian. Se verifică așor r9- 
laţiile: d 


- . 


27 
cos kt cos îtât=0 dnoă x! 


27 
& sin iţ oosktât=0 


27 
| sin kt sin (tat =0 dacă «4! 
27 27 27 
| inut at «| cost dt = 7, (amar 
o o 
astfel că funcţiile: 


19 i [) i ocs t, bi sin tunere sa nt, = sin at 


formează o bază ortonormată în acest spațiu, 
Obaorvaţie. Dacă Y este un spaţiu enolidian n-dimeustonal iar 


B = |epreeesta) e o bază ortonoraată în Y produsul sonlar a dpi vac- 
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a n 
tori oarecari x,JeV, x= Î he I = deea devine: 


a a a 
Care iti zi Pia LA iz ic ua ha tă 


Dacă V e spaţiu unitar, tar E = ! enesenea) bază ortonormată, cu a0e- 
leaşi notații avent 


n n E i 
“A x, ni ud = Coe, = 
z7> YD Țe Lp RA Ţewe oh A 


In gosleaşi condiţii în cazul spaţiului euclidian 


|zl= a Li L i j 
iar în spaţiul unitar = 
2 
zi - tal 


Reoiproo, dacă într-o bază B = feo seeeaj a spaţiului euclidian 7, 
n 
Li ar a doi vectori . e, e dat prin 
produsul scalar a pi Li z = pă 7 "2 3 pr 
relaţia 


n 
pci Pad Pa A 


1 dacă 1=4 
rezultă 0ă Coos>a Sa deoi baza e ortonornmată, 
94 lo anca 14g 


O afiraaţie analoagă are 100 într-un spațiu unitar, 
Propoziția 6. Pie K = R sau € iar Y un K-spaţiu ou produs scalar, 


Dacă Si = (xy ssessX feste un sistem ortonormat de vectori din Y, 
xEY_un vector oarecare, iar A, =:<Xux>, 1 in cosficienţii 
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Fourier ai lui x în raport ou sistemul 8, atunoit 


1). Yectorul y = x = Iara e ortogonal pe toţi veotorii 
sistemului 3, . 
p 
2). opac nxn? , ctmr=e 
iz 


(respootiv pei € lazi „ ctaă E=R) 
Demonstraţie, 1) Pentru orice xşe8 1 <3< m obiinen: 
3 = 
<I> Ca = a ai ue bu uz) - Pai Cry) = 
] 
= Ag o Păi Bag sd eds 


2) Demonstrăm inegalitatea în cazul K = 0. Din proprietăţile 
produaul.ui scalar rezultă: 


O € cry > <a Parau x - Pap ca acea 
a a n 

- 3 <a 24 dă Aa Capo = Ga > = ăi - 
Li n n 

. Load . data Î3 ag = zl? = Yah £. 


Observaţie. Inegalitatea din punotul 2) e1 propoziției 6 se 
"numește inegalitatea Bessel. Dacă nistenul 9 din enunţ este o bază 
ortonormată, inegalitatea Besael devine egalitate, In acest caz 
A 4 2 Cxo> sînt ohiar coordonatele vectorului x în baza 8. 
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33. Domplemeatul ortogonal să umui axaţiu 


Definiţie, Pie Y un spaţiu ou produs scalar peste corpul x 
(£ = 0 sau K =) iar Y un subspaţiu vectorial al său. Spunen că veo- 


torul xeY este ortogonal pe ! dacă <x,y> = 0 pentea orce yes. 


Observăna că x e ortogonal pe T dacă și numai dacă z e ortogo- 
mal pe vectorii unei baze din Y, Introadevăr dacă E = (e,,:--s0uje o 


bază a lui I gi cx,0,>= 0 pentru orice 1si sn atunci, pentru orice 
JET, 7 = Dopteset Pata avem: <ry >= Zu cane> = 0. Reoiprooa 


e evidentă, 


Definiție. Se numeşte complement ortogonal al subspațiulut 
I în.Y şi se notează cu IL mulțimea: 


Yi=zeY| T: ger, <x7>=0] 
Propoziția 7. Pie Y oa E-apaţiu cu produs scalar (ses esa. 
complex) iar I &Y un subapaţia vectorial al său. Atunot: 
1) 11 este un subspaţiu vectorial ai lui V. 
2 remi 
asăatetitae 3) Pie xysăzeri , Ada CE şi yet oazecart. 


Avea: 
CAE tao > = Ag 27 >+ Aa Cta7> =0 
dsoi Ay + dop ET pi IL este subpaţiu veotorial al lut Y. 
2). Arătăm că orice xET se poate scrie sub forma: x = z'+x 
cu x'e!, x'e€ ză . 
Introadevăr, dacă E = (oprea eo bază ortonormată a lut 


2 
I, Ara = PE i e un vector din I şi xeăK, atunoi vectorul 


LA d 
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L.] 


7 ax! ar Lara e ortogonal pe toți veotorii bazei E, deot e 


ortogonal pe Y (vest punotul 1 al propoziției 6). Atunci, z=a' +, 
ou xi! er şi "er! Rămtne să mai veritioăa că INI =(0] (vezi 
propoziția 22 capitolul 17). Pie xerN ri, deci er şi <xy> =0 
pentru orice ze. In particular, <x,r> =0 şi deci z=0, 
Definitie, Spunem 0ă două subapaţii T, şi 7 ale unui spaţiu 
euolidian stat ortogonale dacă <rystp>= 0 pentru orice mer 
Şi xpeTp+ 
Din propoziţia 7 resultă că, complenentul ortogonal s1 subspa- 
iului 7, on proprietatea că este ortogonal pe 7. Mai mult, 61 e amicul 
subapațiu suplomentar al lui T ou această proprietate, Intr-adevăr, dacă 
an mai avea un subspaţiu suplosentar pentru T, anume Y, care să fie or- 
togonal pe TI, atunoi orice zEY s-ar sorie în mod unio sub forma: 


d 3, + Ip cu sef, 1perl respaotini = 73 + Ya 0u per, Yael: 
Rezultă că 2, + Xa = Y3 + Ja deci 7, = Xy = 23 - Ip ET, întrucit 
Tyr. Pe de altă parte, x2 şi yp sînt ortogonali pe T, deci 

22 = 2 0 veotor ortogonal pe T. In particular, 2-72, Xp-7p>= 0 
pi deci 22 = 72, qeca ce implică ogalitatea: T, = Ii. 


Definiție. Pio Y un spațiu cu produs scalar, ! un spațiu al 
său şi x€Y un veotor arbitrar. Yeatorul x'ET unio determinat cu pro- 
prietatea că z = x! +7, our € Ti se numeşte proiecția căi 

- a veotorului xeY pe subspaţiul Y 


Propori ţia 8, Pie Y un spaţiu ou produs scalar, I ua subspaţiu 


al său şi xeY un vsotor arbitrar, x = x'+x" cuz' El, x"e Ii Patru 


orice 7eT, 7 4 x' avea: 


|x= > lx-zxi 
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Demonstraţie, z-ysx- x! + x! = 3 = "+ u unde an notat 
u=x' o yeI. Atunci: : 


[zoyl2 = Caoge xy > a Cate, zeu > a [a] 2 + jul230 


(ântraott <au > 20 okot a eri tar ucr). 


„Propoziția 8 stabileşte faptul oă distanţa minimă de la veoto- 
rul x la veotorii subspaţiului 1 e realizată de proiecția ontogonală 
a lui x pe TI, Intr-un spațiu cu produs scalar se poate defini distanţa 
de la un vector x la un subapaţiu I prin: 


(22) a(x,T) = int d (x,7) 
yeI 


confora propoziției 8 rezultă că d(x,Y) = d(x,x') unde x! e proiecția 
ortogonală a lui x pe !. 


$ 4. Forme liniare pe spatii ou produe scalar 


Definitie. Yie v, şi Va două apaţii ou produs scalar peste 
corpul E (K = 0 sau K = 8), Spunen că V) şi Vo sînt izonorte dacă exia- 
tă o aplicaţie bijeotivă gi liniară fi: V—Va astfel ca 


<2(2), s(D> a cxa> XE ze, 


Deoi, pentru oa două spaţii ou produs scalar să fie iaonorfe 
ele trebuie să fie izonorfe ca spaţii veotoriale iar iaomorfianul să 


conserve produsul scalar, 


Teorema 9. Dacă Y, gi V> sînt K-spaţii cu produs scalar, sînt 


echivalente: 


“ (aa. 62/3988 Faso. EL] 
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1) Y) şi Va ant izonorte 
2) din Ta = dim Va 
Demonstraţie. 1) —> 2) Rezultă din teorema în 85, cap.II. 
2)=—=1). Be fegresaj o bază ortonormată în Y, tar 
E sf eopaesesaj fo basă ortonormată în Ya. 
Ca gi în demonstraţia teoremei 18, $5, cap, aplicația £ 1 V, —V2 
ce va fi un izomorfisn de spaţii vectoriale e definită prins 


n n 
z = 27 Sea N t(n) e PR AA 


Avea de stabilit doar că £ invariază produsul soalar, Dar, cun E gi B' 
sînt baze ortonormate, avon pentru orice x = > fue o 
„mn - Fus e ea 


(în cazul K= 0): 
n B n ie. 
Casa dn da Ta Coe = Fa T3 5 = RA 
1,j= 1,jn 1i=1 


„și 


n n n 
Ce) tt) >= Î% Tr <a = i Ta i Yu 
1,321 pei i 


Deci, <f(x), £(7) > = cz > pentru orice zyeT,e 


Teorema 10, Pie V un K-spaţiu ou produs scalar de dimensiane 


ținită (E =-0 sau E =8) sar £ 1 V ——K o formă liniară. Bristă un 
uato veotor 7p <Y astfel oa 


2) = <a,Ig> Y zet 


265 


„Demonstraţie, Fie din. V = i iar E = [esse "9 a [e bază 
ortonormată a sa. Pentru orice x = zi t(x) = eco) a 


rep. (eteo] 1c4cm int coordonatele formei lintare în ba- 
- n 
za duslă bazei E. Pie yp = PR unde, pentru orice 1, Isisn, 


te) = Tş+ Atunoi, baza E fiind ortonornată, avea: 
a 
t(2) = Iele = 0 Ta 3 SIp> 


Mai. avem de demonstrat unicitatea vectorului șpeY ou această proprie- 
tate, Presupunem prin abauzd că ar mai exista un vactor, zpCY astfel 

oa f(x). Ca7e > = <b> pentru orice xeT. Atunci <x,ygp-zp= 0 

pentru orice zeY. In particular, CIp — Ze Ip Bp >= 0, deci 

Ye =. Sp 


Qorolar 11, Pio Y un spațiu enotidian finit in 
dualul său, Rriaţă un izomorfisn natural de epaţii euclidiene TĂ = Y 
Dată Y este un spațiu unitar, între VĂ gi Y există un iromorfisa 
conjugat natural. 

Dononstraţia. Aplicația Pi T*——V, ce asooiază oricărei for- 
mo liniare £ €Y* unicul vector ygeY cu proprietatea că f(x) = 
= <xJp> pentru orice xeY este evident bijeotivă. Dacă £,geY” iar 

Ap e Bu atanoi PCA 4) = 2 unio cu proprietatea că 


CAL pa) (a) =<x,2> pentru orice xeY. Pie /(£) > Ye şi P(a) = Tg 


unice cu proprietatea că f(x) = Cx,yp> „respectiv e(x) = = Se) pen 
tru orice xeV, Atunci: : 


CAE sn edtr) sĂza) e A eta) = Acad +a Cap 


=<x A Te +41 
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de unde rezulţă că £ = Ap +A și deci Par +48) = 2 Pee Aia), 
osea ce atabilegte liniaritatea lut (/ . Observăn că în cazul unui spa- 
ţiu unitar, relaţiile de mai sus devina: ki 


(A£ + aa) sa<xu7p> 4ACTiIg> = Ce ÎTe + FIe> 


asttel că E 
“(AL aus) = Î Po) + Aia) 


deci (P este un izomorfisna conjugat. 


(P este un izomortisa de spații euclidiene “acă definia pe 
spaţiul Y* produsul scalar a două forme liniare f pi g primi 


<18> =<Ip Is> 


In cazul spaţiului unitar, von avea: <f,s)> = <Iprlg> 


In virţutea izomorfismalui naţural existent între spațiul euoli- 
ian Y şi dualul său TĂ, von identifica tn cele ce urmează orice formă 
liniară £e€ XI” ou veotorul ygeY unio determinat astfel ca f(x) = 


= < XsIp> pentru orice xeY, 


In cazul spaţiilor unitare am avea un izomorfisa natural între 
spaţiul vectorial 7 şi spațiul veotorial al formalor seni-liriare pe 
Y, respectiv a) acelor funoţii £ : 7 —— 0 oare satisfac relația: 


tCAz +49) = Î 2) + Lt) vpee, xuyet 


Pie acu E = (eros ţo bază (nu neapărat ortonornati) a 
spaţialui enoliătan 7, iar EX = mai mă: baza duală ei. 

In baza identificării spaţiilor Y şi Vă, 5" poate fi privită 
ca o nouă bază în Y. Hai mult, definim produsul scalar: 


<xt> n CxuJp>  V xeY, ter“ 


relațiile dintre cele două baze devin: 


CoPi,oj > = Copeli>s ice) =5i 7 1cisdea 


deoi condiţii de orțogonalitate, Baza EX, privită ca bază în Y, se va 
numi baza reciprocă a bazei E. 

In continuare, von pune în evidenţă formulele prin care se ex- 
primă veoțorii din baza E în funoţie de cei din baza E* şi reoiproo. 
Presupunea că: j 


a) o = Pa at : 1<isa 


şi fie LIT] = <a > » 11,4 coordonatele tensorului metric dublu 
oorariant g. Avem: 


LIRI = Copsa >= Pup oa >= LIT ete >= fu E Pui = 
= * 


gi formulele (1) devin: 


(2) .. "ce „ lsisn 
Li 
Bau natriceal: 
“ si 
(3) E : 
. ea 
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unde G este matricea tensorului g în baza B. Din relațiile (2) 
obținea: 


Ga) mi» pik e, 1si<u 


unde (0%, skca * a”. este imvorsa matricei G, Matricea, rela- 
iile (4) s-ar sorte: 


i 
(5 d % 
i sa |: 
e %: 
Nat nult, 


(6) Cot, ei > = det oyyeti > = gti coji = ii sd = 


«gli 


amet (stiu ci,j em 9tnt ocopâonatele mat tencoz dublu cotzare- 
rianţ, respeotiv ale tenorului motrice din spaţiul Y*, 


Pie acu xEY ua vector arbitrar. 11 sorien în cele două baze 
E, 5% sub format 


(2) z=fie 
respectiv 
(5) 2 = Ș geti 
își] 1 <q 80 Duneso ocordonatele oontrarariente ale lui x iar 


151] 1 cagu 090tâonatele corariante ale lui x, Yom pune în'ovidenţă 


nm e 


relaţiile dintre ele. Avent 


x = ie, i eni = Fyeiio, 


deoi 
(3) ji i. ș, ș L<isa (sti Li sii 1,4) 
Analog ; = 
z Dă A n = gi, Șieu si 
deci 5 
(10) Fi = capi e 1ctca (ego 7 1) 


Relaţiile (9) se numesc pelaţii de ridicare a indicelui iar (10) re- 
laţii de cobortre ale indicelui. Constaţăn că relațiile sînt obţinute 
ou ajutorul ecordonatelor celor doi tensori metricii (prin cîte o ops- 
raţie de oontraaţis) . 


Pie acum x,ycrl, x Peri „Fi e. sir=%, exil pă o. 
Avea, pe de o parte: 
<X > = < Fie, pile >= Fină Cossoy>= LIV md 


şi respeotir 


„ura sfat > = Fay i> = sii 


după cun luorăn în baza B sau în baza reciprocă ei, 
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$5. Borne biliniare pe spaţii cu produa scalar 


Beorema 12. Fie Y ua E-spaţiu cu produs scalar far f + 2-7 
p formă biliniară (oînd E = R) respectiv sesquiliniară (0înă E = 0). 
Atunoi există un unio operator liniar A* : Y ——Y astfel ca 


(99) 27) = <aay> „E. xget 


Demonstraţie. Congideorăn fixat, arbitrar, al doilea argument 
al lui £ şi, privind astfe] pe £ ca o formă liniară în x, îi aplicăa 
teorema 10. Daci, pentru orice yeY va exista un unio vector reY 
astfel ca 


(2) f(z,7) = <xr> + xeY 


Asocierea 3 -—— £ pusă astfel în evidenţă defineşte o aplicaţie 
A 2 V——Y, Să verifică liniaritatea sa. Pio deci 2,12 CK i 


IyI2 €Y arbitrari, Pentru Ay) +AoYp e Y există wm unio vector 


2 = 4% (Ag, *ĂzYa) astfel ca: 


x, 4973 + A2I2) = <x,2 >= CaARCĂ p73t 4272) > 
pentru orice xe€eT, 
Pe de altă parte, pentru 7, există un unio vecțor = Da i 
astfel ca: 


(ay) = <> = <rir > 


pentru orice xeY, iar pentru 72» există un unio veotor ro = 172 


astfel ca: 
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(272) = <xosp> a Ca4%73> 
pentru orica xeT, Avea atunci: 
Ca CA agp + Aga > n DavA 7, +Aa72) sĂttaeri) + Ăat(aer2) 
= Fa Cat > + Ăz Catiza> n Cre A 477 + Azi” I2> 
de unde rezultă 
(3) A* (437) *Aa7a) a Az4tr, +Aa4%72 


deoi liniaritatea lui AX, 


Relaţiile au fost sorie în ipoteza că aven E = 0. Calculele se 
fac analog în cazul spațiului real, 
A mai rămas de stabilit unicitatea operatorului liniar 


AY ——Y ou proprietatea că £(x,7) = <x,47 > pentru orice 


xy €t. Prosupunen că ar mai exista un operator liniar B* ca aceeași 
proprietate. Atunci, 


<xiy>a <aBy> > xyeT 
sau * 
<a -B)y> =0 Y x,yeT 
31 în particular, dacă z = (AX - 8%) 3, avea <(4% - B*)y, (4%-8%) yo 
oi 4%y » B*y pentru orice zaY şi atunot AX = Bă. 


Corolar 13. Tie Y un E-spaţiu cu produa scalar £ 1 VF 


o formă biliniară (neapootiv sesquiliniară), Atunoi exisţă un unio 
operator liniar A 1 T —=Y astfel oa: 
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(4) 2(x,7) = Cary> y xyeV 


- 


Demonstraţie. Pio & = 0 iar gi: T2—K s(ro2) = F(z,7) pentu 
orice x,y€Y. g este forma sesquiliniară. Din teorema 12 există wa unic 
operator liniar A: 7 —=T, astfel ca: 


s(7,x) =<7, x > 
pentru orice x,yeTY, Atunci, 
t(x,7) = air.) a <I> a SAI? îi xyeY 


Analog se demonstrează afirmația oînd T este spațiu eucliăim. 

In comoluzie, oricărei forme biliniare (sesquilintare) pe ua 
spațiu euclidian i se asociază doi obăttaei lintari AA 4 7 —Y 
astfel ca 


(5) £(a,y) = <azy> <> Y zgyer 


740 Y apaţia oa produs scalar a-dimenotonel, tar B sfeys:ere,] 


o bază ortonoraată a sa, Stabilin în continuare relațiile existente 
între matricea lui f în baza E şi matricele celor doi operatori liniari 
în aceeaşi bază. Locrăn în ipoteza că Y cate spaţiu complex, Pie 


Lupa css sa matricea formei sesqniliniare f, Deci 


(6) Csj = teze) , 161,3sn 


a 
Atunoi, pentru orice x,y €T,r= î Pe = Pate, avea: 


(00) zau) = e Citi T 


Dacă notăn 


L.] 
(8) aja Zu LE , Lisa 
obținea 
(9) 2x97) = e aş Îş = <u> 
a 


unde u= d o; Din zelația (5) rezultă că u = Ax, tar din rela- 


ţiile (8), faptul că matricea operatorului liniar A în baza Li ste ft. 
Ahalog, notînd 


(20) tei îi . I&işa 
din (7) obținea: 


L. L 
-(a) au) » ut . <> 
[asi 


unde an notat cu s vectorul de coordonate l isica în bara. 
Din relaţia (5) rezultă că 5 = At far din relațiile (20) faptul că 
matricea operatorului liniar AX în baza ortonormală E este 
E (Z3pi e snă ea 
In cazul în oare Y e spaţiu euolidien matricea operatorului 


liniar A* într-o bază ortonormată coincide cu matricea formei bilinia- 
re iar a operatorului A cu transpusa acestei matrice, ” 
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$ 6. adjunctul unui operator liniar 


Propoziția 14. Intr-un spațiu cu produs scalar, fiecărui opera- 


tor liniar A i Y ——Y Si corespunde un unic operator linsar AXIY ——Y 
astfel ca: 


(69) <âx7> = Cry) Y. x,get 


- A" se numește adjunctul,operutorului liniar A. 

y Demonstraţie. Aplicația £ : T2—X, f(x,y) = Ax,r> pentru 
orice x,yeY este o formă biliniară pe Y (sesquiliniară cînd K = 6). Din 
toorma ]2 rezultă existenţa şi unicitatea operatorului liniar MY —y 
care satisface condiţia: 


Ea) = <axg> s<ry>  X yet 


Propoziția 15. Proprietăţile adjunctului unui operator liniar 
sînt: 


1) Pa 1  mmde 1: t—= e operatorul identic 

2) (4%) = 4 Ș As Y-—Y operator liniar 

3) CAME = XA 7. A: 7—Y operator liniar, ACE 
(ctnă 7 este spaţiu astia (AA)* = A.4%) 

A) (AB) a 4% + BD E 4,B i Y —Y operatori liniari 

5) (AB)% = BX 4% Y 4,B 1 Y——Y operatori liniari. 


6)_ Dacă A e un operator liniar, inveraabil, atunci și AX 


e inversabil şi (A1)* (al 
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Demonstraţie, Se utilizează de fiecare dată relaţia (1) de d-- 
finire a adjunctului şi unicitatea sa. Aven: 


1) <I> = Ca Py> = ca > E xyet, 


deci 1 = IX 
2) <Ax > = <xAy> T x,yevV de unde cy,ir> = 
= Caz >= Ca (45)E x> pentru orice x,geY, deci A = (A%)* 


3) <(anzy> sCA(a)r> = A Caxy> say = 
= <a, Ay > E) zyet 


pe de altă parte, < (A4)x,7 > =cx,(44)"y > pentru orice z,yet, : 


Deci AA = (A4)* 
n) < (AB) > 2 <xa(A+B)%y> F xyet 
Dar O<(A+B)xy > = CAB, g> = CAII > + dia 
= <xa7> + Ca Biz > = Castig + Bi7> = Ca, (448%) y> 
pentru orice x,y. ET, Deci, (A+B)% = AX + Bă, 
5) <UB)zy > = x (A8)y> E yet 
Intructt  <(4AB)x,y> = < Bray > = < x, (B%4%)3 > pentru 
orice x,y € Y, rezultă: (AB)% = BEA, 


6) Dacă A este inversabil, există un operator liniar Ar 
astfel ca ATI = AIA = 1, Din proprietățile 5) și 1) obținea: 


MEAT) 2 CATIA) e (aaa) a (ADA a 1 


dsci 4% este inverpabil gi (A%)"L = (A1)%. 
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"87. Operatori sautogdjunoţi 


Definiție. Pie Y un epaţia cu produs scalar (xeal seu complex) 
Un operator liniar A ! Y —=VY se nunește autogdjunot dacă coincide cu 
adjunctul său, 5 

Propoziția 16, Pie A : Y—= Y un operator liniar pe spațiul 
cu produs scalar Y. Sînt echivalente: a 

1) A este autoadjunot. 

2) Aplicația £ : Vî —— EX, f(x,y) = <Azsy > pentru orice 


X,3 €Y, este o oral sesqiliniară hermitică (cînd E = 0) respectiv 
fornă_biliniară simetrică (cînd E = R). 


Demonstraţie. 1) =—> 2). A fiind autoadjunot, <Ax,y> = 


"e <xuly > e <i> = CÂY,x >. pentru orice x,y EV. Deci, forma 
sesquiliniară £ definită prin f(x,y) = <Ax,y > pentru orice ret 


satisface relația: 


2x97) = <Axg > =<A7a > = (77) 


„Cînd E= 88, avea f(x,y) = (px) pentru orice x,y eY. 
2) 1) Iatruott <axg> = CĂI,z > sexi > =<xAy> 
pentru orice x,y ET şi săjunctul lui A e unio, rezultă A = 4%, 


Observaţie, Dacă E = feopne++10u j este o bază ortonormată în V 
dar A 1 Y ——Y este un operator autoadjunot, atunci matricea sa în 
baza E, este hermitică (cînd K = 0) respectiv simetrică (cînd E=8B). 


Propoziția 17. Pie V wn spaţiu uniter. Atunci, orice operator 
liniar A: V—=Y se poate serie sub forma A = Ati Ap _unde 


Ang 1 Y —=Y sînt operatori autoadjunoţi + 


Denonstraie. A = 8 (44%) + i ( Ai) (ien, 12 = =), 
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Li i * 
pie 4 = a DE Ti E i „ confora propoziției 15, A = ( Si = 
+ 


N ps tar 15 e CAZ) = = fe aa) «ASE e ae 
deci 4, și Ap sînt operatori autoadjuncţi, 


Propoziția 18, Dacă A,B : Y ——Y sînt operatori qutoadjuneți 
pe spaţiul cu produs scalar Y, atunci următoarele afirmații sînt echi- 
valente: 


1). Operatorul liniar AB este autoadjunet 
2). AB = BA 


Denonstraţie, 1) => 2) Prin ipoteză, A = AY gi B = BY. Atunoi 
(48)% = BYA% = BA ar AB fiind autosăjunct, (AB)Y = AB, de unde reaul- 
tă că AB = BA. 

2) =—>1) (0B)Y = (BMD)* = Lica = AB și AB este autoadjunot, 


In capitolul următor vom demonstra că matricea unui operator 
autoadjunot poate fi disgonalinată într-o bază ortonormată, 


$8, Operatori ortogonali (unitari) 


Definiţie. Pie Y un K-spaţiu ou produa scalar (K=R sau =0), 
Un operator liniar Ut V——V se numeşte ortogonal (cînd K = BR) respec- | 
tiv unitar (cînd E = €) dacă: 


DU 0 za 


unde Vă este aajunotul lui U iar I este operatorul identic al lui .. 


Observaţie. Din definiţie rezulţă că orice operator ortogonal 
(unitar) este inversabil, inversul său fiind chiar adjunctul, 
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In cele ce urmează, von presupune că V este finit dimenalonal. 


Propozi ţia 19. Pentru un operator liniar U pe spațiul cu produs 


scalar Y sint echivalente. 


1)_U cate (unitar 
2)_SUxsty> = <x9> Y x,yet 
3)_Moxi = zi Y. xeY 


Demonstrație, 1) 52). U fiind ortogonal (unitar), avea: 
CUzy> 5 <xiz> = <I> = <xg> 


pentru orice x,y e T. 


2) =—> 1) Din relaţia 2) rezultă: 
<WUxy > = <Uz,(UX% >= CUzUy>= <> 


pentru orice x,y ET, deci VU 1. 


pie Ul matricea operatorului liniar U într-o bară ortonorma- 
ță din V, Din ultima relație rezultă că det ÎL40 gi deot U e invorea- 
bil, Pie wi operatorul invera. Avon atunoii 


UR = VEI = V* (od) = (o) = ml 


şi deci VU = 0 = 2, ] 


2) =» 3). Pentru orice xeY aven contora ipotezei: 
juzi 2 = Cuxuz> e <xz> e zi? 
3)—— 2) Pie x,y e Y arbitrari. Confora ipoterei, 


<U(xy) , Ul) > = [UCaey) (2 - iz? = CI +7 > 
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Folosind linfaritatea lui U și proprietățile produsului scalar obținea: 
uzi? + fur] 2+ <uz, Ur> + <iz,uz> = 
= 1x12 0702 + <xur> +<ur> 


Polosind din mou ipoteza, deducem: 


< Uz, U7.> + <Uz,Ur> = <x,y7>+ Cysr> 
Dacă X = R „din aiisetata produgului scalar rezulță: 


<Ux, U7> e <a) 


Ia oasul complex, se obține din relaţia de mai aus: 


2 Re CUx,U7 > e CUx,Uy>y + CUy,Ur >= <> + <yr>s 


= 2 Be <x,y> 
Reluăm calculul, înlocuind vectorul x+y cu x+iy. Areni: 
CUG) e Vzeiz) > = Uz? + 4 Cuguz> = s<Uxu7> + 
+ Nur 122 juzi? +12 + 2 1a cuzuz> 


şi 
<aiy, mi > = tz? + iz > = <> +a? 


= ja 12 + txu2e 2 In<x,I> 
şatfel încît se va obține gi relaţia: 
Ia <x,y> = Ia <Ux,Uy7> 


ceea co încheie demonstraţia. 
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Rezultă imediat următorul 


Corolar 20, Un operator liniar pe un spaţiu ou produs gcalar 
esţe ortogonal (unitar) dacă și numai dacă transformă baza ortonormată 
în bază ortoi i 


Pie acum 8 = jeyp++-1€, o bază ortonornată fixată în spațial 
au produs scalar V iar U : V —=V un operator ortogonal (unitar), 
pie ÎL= (ia ci,g<n matricea sa în baza B. Atunoi matricea adjunv- 
volui său va fi ÎL? dacă E = 0,respeativ ÎL dacă E = R (în baza celor 
„stabilite la sfîrşitul 85), Relaţiile din definiția operatorului unitar 
transorise pe matrici devint 


. 


ALU a Ut ay 


(O) fiind matricea unitate), sau: - 


n 

ic Tu = 5 st 

Cotă *ae > Sg „den 
Sa ug = Sag 1<1,jen 


„oeea ce ne spune că liniile şi coloanele matricei U (privite ca vectori 
în 01) sînt două oîţe două ortogonale şi de normă 1, Aceeaşi afirmaţie o 


vbținen în cazul spațiului euclidian . Mai mult, în acest caz din 
relaţia 

VU = Ut UI 
obținent 


det VU. det Ut = (at 1) = 


de unde det || = 1 sau deţ VW =-1, 
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Definitie. Pie Y un spaţiu cuolidian finit dimensional, Vom 
spune că operatorul ortogonal U:Y —— Y este propriu dacă det], = +1 
şi impropriu dacă det Va -1, unde 1 este matricea sa într-o bază 
ortonormată oarecare din V, 


In cazul spaţiului unitar, din relaţia VÎta Itu = 
obținem 


det 1, det ÎL det, det În aet det = 
. |aet U|2 = 


iar operatorii unitari cu proprietatea că det U a 1 se vor numi în mod 
analog ca în cazul real, operatori unitari proprii. 


Mai preoizăm că, orice matrice UL € %, (R) ou proprietatea 
că VU Ut = Ut UL =] se numeşte matrice ortogonală, ea fiind proprie 
(improprie) dacă det ÎL = 1 (det UL = -1). Analog, orice matrice 


U efte) să gtopitătavăa că. La Un e aalinytă Sate 
unitară, ea fiind proprie dacă det U a de 


In concluzie, matricea oricărui operator ortogonal (unitar) 
într-o bază ortonormată este o matrice ortogonală (unitară). Din cele 
disoutate mai sus mai rezultă că orice sohimbare de bază ortonormată a 
unui spaţiu ou produs scalar real (complex) ae face prin intermediul unei 
matriok ortogonale (unitare), 


Propozi 21, Pie YV un iu ou produs scalar real (0omplex). 
Mulțimea tuturor operatorilor orţogonali (unitari) pe Y formează un grup 
nultiplicativ, numit grupul ortogonal (unitar), a lui V, Operatorii orțo- 
ponali (unitari) proprii formează un subgrup al acestui grup, numit gru- 
pul ortogonal (uniţar) speotal ai spaţiului cu prods scalar Y. 

Demonstraţie. V, gi Va fiind operatori ortogonali (unitari), 
avent 


d 
UUt =0ivaI şi UzUB = UZU2 = 1 
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de unde rezultă: 


(U,Uz)(UJU2)* = (07) (UZOȚ) = U(UzUz) Vi = WI) = 


= WU 1: 


gi analog, (UJU2)* (UJU2) = 1. Verificarea axionelor grupului sate ime- 
dată, Blementul neutru este operatorul identic iar inversul lui U 
este U*, 
Be tolosesa în mod obişnuit următoarele notații: 
otaa) =fUeda) | ut utu =Yj 
Unic) fue | ul = Te =y] 
soa,B) = jUleotn) | ast 1 =] 
Su(n,0) = (Leuin,0) | det 1 n] 
„GI(mR) s(ae(9) | dtazo] 


Aven atunci armătarul: 


Corolar 22, O(n,R) (respeotiv U(n,6)) formează un grup, numit 
mrupul ortogonal de ordinul n al lui R (respectiv grupul unitar de or- 
dinul n al lui 6). SO(n,R) (respectiv SU(n,0)) este un subgrup al grupu- 
aia observația că, la rîndul său, O(n,R) (respectiv U(n,€)) 
formează un subgrup al grupului GL(n,8) (respectiv GL(n,0)). 
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Zo: rator 


In acest capitol ne vom pune problema determinării unei baze 
a unui spaţiu veotorial V în care matricea unui operator liniar pe Y să 
aibă structura cea mât simplă cu putinţă. In general, răspunsul complet 
la această problemă î1 aven pentru operatorii liniari pe spaţii veoto-. 2 
riale complexe (sau peste corpuri algebric închise). Forma canonică 00- 
vespunzătoare este cea numită forma normală Jordan, In unele cazuri par- 
tioulare. , pe care le von avea în mod special în vedere, ea se reduce 
la forma diagonală canonică. 0 atenţie deosebită vom acorda în final 


struoturii operatorilor autoadjuneţi şi a celor ortogonali, 


$1. Subspaţii invariante; vectori proprii şi valori proprii 

Definiție, Fie At V ——V un operator liniar pe spaţiul vec- 
torial V. Un subspaţiu vectorial SSV se numeşte subspaţiu invariant. 
în waport cu A dacă o dată ou orice xc8 și Ax es. 

Dacă 8 este un subspaţiu invariant în raport cu operatorul 14- 
niar A, se poate defini operaţorul restricţie a lui A la subspaţiul 3, 
Ag 1 8 —— 8, (A/g)x = Ax pentru orice xes, 

Exemple, 1) Pentru operatorul identto 1 : Y ——V, orice sub- 
spațiu al lui V este invariant. 


2). Paţă de operatorul de derivare D,definit pe spaţiul poli- 


noamelor de grad cel mult n într-o nedeterminată cu coeficienţi în K, 


D = E [1] —— K, [1] D(agtayte- tar") = ajtes+n axe 


pentru orice nn, subspaţiul K,[I) e invariant. 


(da. sa/saa Fase.20 
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3). Pentru orice operator liniar A 3 V —=V, subspațiile vec- 
toriale Ker A gi In A sînt invariante în raport cu A. 


Observaţie. Fie A : V ——V un operator lintar iar SSV un -sub- 
spaţiu invariant în raport ou A, Să presupunen că din V = n iar din 8 = 
= pen, Alegînd o bază i 979 e++59p opuse ] a lui V astfel încît 
primii săi vectori să constituie o bază a lui S, atunci 


ao, = ale, „ l'fi<p 


ae, = ale; ş p+l € ksn 


(căci As, 1s1£p) astfel încît matricea operatorului liniar A în 


baza fixată va fi "bloc triunghiulară”, adică de format 
E RL, 
o fa 


unde 4, [= wo, eh (0), ce k (€95 L£, e chiar matricea 


pxn-p 
„operatorului restrioţie A/g în baza jepsee2p e In cazul particular 
în oare există un subspaţiu 7<Y suplementar pentru 8 astfel încît 7 
să fie la rîndul său un subspaţiu invariant în raport cu A, atunci în- 
tr-o bază [opree rep epuqse**%a | a lui V aleasă astfel ca 


S=8p(e,+ .. +9) » D= Sp( Sua ... 9) matricea operatorului liniar e 


"bloo diagonală", respectiv de forma: 
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unde 4, d), ae kg iar celelalte două matrice, notate 


cu O au toaţe elementele nule, d va fi matricea operatorului liniar 
Alg în baza ţeps::-10,] iar 46, matricea operatorului liniar A | a 


în baza fepuar***0%a ] „ Se mai spune că matricea L se descompune în 


suma directă a matricelor 4 şi 4. 


In concluzie, orice Bescompunere a spațiului vectorial V în- 
tr-o sumă direotă de subspații | dev agtalae în raport cu un operator li- 
niar determină o descompunere a matricti operatorului liniar respectiv 
într-o sumă directă de matrice, corespunzătoare operatorilor liniari 


induşi pe cele două subspaţii: 


Definiţie, Un veotor x eV, x 4 0 se numește vector propriu 
pentru operatorul liniar A : V—=Y dacă există un scalar A-€ E ast- 


fel încît: 


(D Ax = Az 


Scalarul A din ecuaţia (1) se numeşte yaloare proprie a operatorului 
liniar A, corespunzătoare vectorului propriu x. 

Deci, un scalar A€ KE va fi valoare proprie pentru operatorul 
liniar A : V —=—V dacă există un veotor nenul x e V astfel ca să aibă 
loc relația Ax = Ax. 

Observaţie. Dacă A. este o valoare proprie a operatorului 
11n1ar A, atunoi mulţimea tuturor vectorilor proprii asociaţi ei (a 
care adăugăm şi veotorul nul) formează un subspațiu vectorial al ini V, 
Acest subspațiu se va nota S) şi se va numi subspaţiul propriu asociat 
valorii proprii A , Mai precis, avent 


(2) Sa (xevţax = ax]s (rev |u-aDr= 0] 


= Ker (A =AI) 
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unde am notat ou 1 : V —=V operatorul identic -1 lui V, Dimensiunea 
acestui subspaţiu vectorial, notată p a. se va numi multiplicitatea peo- 
metrică a valorii proprii A. 3 

Propoziția 1. xeV, x 4 0 este vector propriu pentru operatorul 
liniar A : V ——Y dacă şi numai dacă subspaţiul vectorial generat de x 
este un subspațiu Lavariant în raport cu A. . 

Dewonstrajie, Dacă x 4 0 e vector propriu pentru A asociat va- 
lorii proprii A , atunci Ax = Ax. Pentru oricey e sp), y= dx 
„&EEK avem A(£ x) al (Ax) = (Ax) = (0CA)r e sp(x) şi sp) e swb- 


spațiu invariant în raport cu A. 

Reciproc, dacă sp(x) e subspaţiu invariant în raport cu A, 
atunci Ax € spa) deci există Ac KE astfel ca-Ax = Ax şi x este vec- 
tor propriu, 

Precizăn că un corp K se numeşte algebric închis dacă orice ecua- 
ţie polinonială cu coeficienţi în E are toate rădăcinile în E. De exen- 
plu €, corpul numerelor complexe, e algebric închis, în timp ce corpul 


numerelor reale R nu e algebric închis, 


Meorema 2, Fie Y un spaţiu vectorial finit dimensional peste 


un corp algebric închis E, In aceste condiţii, orice operator liniar 

"A 1 V ——V are cel puţin un vsotor propriu, i 
Demonstraţie, Pie E = [eseu] o bază fixată în V 

(dim V = n) iar A (asa 1,3%a matricea o:aratornlui liniar A 


în această bază. Deci, 
ne, = adse; p 1€i<n 


iar pentru orice xeY, x=$ ie, avem: 


se = Aia) = alui o, 
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Stin că ev, x 4 0 e veotor propriu pentru A dacă şi numai dacă există 
Aeck astfel ca Ax = A x. In baza fixată această relație devine: 


(3) a, ie = ași 


de unde rezultă: 
4) a, pt=ași csen 


Siatenul (4) este liniar omogen în necunoscutele ATI) i da şi poa= 
te fi soria sub forma echivalentă: 


(5 (ad, 453) Ți=o0 Lisa 
“1 dacă i = 
PI: VP | a 3), 
O dacă i4j 


Matricea sistemului (5) este A-a J , unde LA lua matricea unitate. 


Veotorul 1 = ŢĂ e, va fi veotor propriu pentru operatorul liniar A dacă 
gi numai dacă coordonatele sale, Y Cat dna constituie o soluţie ne- 
banală a sistemului (5), Condiţia necesară şi aufiotentă ca acest saten 
să mdmiţă soluţii diferite de cea bonală este ca det (31) ) =0, 
nenn ce reprezintă o ecuaţie polinonsală de gradul n în necunscuta A ; 
cu ccefiotenţi în corpul E. Corpul fiind prin ipoteză algebric închis, 
oxtată A, E astfel ca det((-2,]) 20, Ap va i o valoare proprie : 
a operatorului liniar A, Dacă pasa d e' o soluţie nebanală a siste- 
mului (5) pentra A = A, e atunoi vectorul xp „ri e, e vector pro- 


priu al operatorului liniar A, asociat valorii proprii A. 
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Definiţie. Dacă de (ada 1, sa este matricea operato- 


rului liniar A : V——V într-o bază fixată, ecuația 


ară Ape 


ax App» + *Aop 
(6) aat( i-a) = = 0 


pc. ..eenaneeenaasee 


Baa Mpoerereăară 


se nunește ecuația caracteristică a operatorului liniar A (a matricei) . 
Polinomul de gradul n cu coeficienţi în corpul E, 


(7 PA CA) = cet (-AY) 


se numeşte polinonul caracteristic el operatorului liniar A (a1 patri- 
cei LX ), Rădăcinile sale le vom numi rădăcini caracteristice, 


Teorema 2 indică un procedeu efectiv de determinare a valorilor 
proprii şi vectorilor proprii pentru un operator liniar A, Wai precis, 
din demonstrația acestei teoreme rezultă că valorile proprii sînt rădă- 

„câini caracteristice, Dacă corpul K e algebric închis (de exemplu E = 0), 
toate rădăcinile caracteristice ale unui operator liniar sînţ valori pro- 
prii ale sale. 

In caz contrar (de exemplu pentru K = R) doar acele rădăcini caracteris- 
tice care aparţin corpului E sînt valori proprii, Acesta e mobivul pen- 
tru care în paragrafele următoare von studia separat operatorii liniari 
pe spaţii vectoriale complexe respectiv pe spaţii vectoriale reale. 

Mai facem remarca că, dacă A e o valoare proprie a operatorului liniar 
A, atunoi subspaţiul propriu SA asociat ei va £i constituit din to- 
talitatea vectorilor a căror coordonate într-o bază fixată sînt soluții 
ale sistemului liniar omogen (5) din demonstraţia teoremei 2. 
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Teoreme 3. Polinonul caracteristic al unui operator liniar e 
invariant la schimbarea bazei spaţiului vectorial, 

Demonstraţie, Fie E = (0g9+-=re, ] respectiv E! = [ejssemse,] 
dovă baze ale spaţiului vectorial V er 4 , respectiv ” matricele 
operatorului liniar A î Y —= Y în cele două baze, Dacă L e matricea de 
tmecare de 1a baza E la baza E*, aţunot cf = L1 41, Avea 


Aaa 1515 sa TUA-a) i 
Atunci, 
dati - 2.7 ) a cet Vl ast (M-A) det us! 
= det(4-aY) 


şi demonstrația este încheiată, 


Observaţie, Dacă A e matricea operatorului liniar A într-o 
bază fixată iar 


TA (A) a (e [ae A Bre, eco? »,] 


a 
polinomul său carsoteristio, atanoi b, = a a = ne urma natri- 


cei. L iar ba = det £, Se poate arăta că, în general, pentru 


1<r <n, coeficientul b, e suna minorilor diagonali de opdin r. De 
—auplu, dacă n = 3 deci 


polinomul caracteristice 
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23 + by 42 = baa.+ b3 


are coeficienţii: E 
b, = Ba + 829 + az = tr 


“n Mp 53351 [9% %az 
b2 = + 
“27 822 537 433| | 932 435 


bp = det £ 


Din teorema 3 rezultă invarianța coeficienţilor br sea ai polinonului 


caracteristic la schimbarea bazei, 


Propoziția 4. Dacă 8 SV e un subspaţiu invariant al operatoru-— 
lui liniar A: V ——Y, atunci polinomul caracteristic al operatorului 


liniar Mg i 8 —— 8 este un divizor al polinomului caracteristic al 


lui A. 


Demonstraţie. Cua polinonul caracteristic nu depinde de bază 
alegen în V o bază (egseeonepr e pea0+*1€a | astfel încât primii p vec- 


tortejn+-+.ep] să formeze o bază a lui 8. In această bază, matricea 
luf. A este, așa cum an văzut la începutul paragrafului "bloc triunghiu- 


lară” 
A o 
Sr dal 


de E 409) fiind chiar matricea operatorului 4/8 în baza | 19n0evep] 
Atunoi., 
£&, -A SĂ ? & 


L-a = 
0 fa “A Io 
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unde Ie ks I ze 4 g(E) sînt matrice unitate, Rezultă căt 


PA (A) = det (L-27 >) = ae d, - AY) e cet 4 295) 


Wg 


- det( 4, AI 8 


CA) 


Ep 3 
(unde pă (Adi Fp Bay sînt polinoamele caracteristice pentru ope= 


vatorii A respectiv 4/8), 


2. ii pr ntru ratorii 
spakiile vectoriale complexe. 


In tot acest paragraf, V va fi un spaţiu vectorial complex 
n-dimenstonal, iar A : V —— Y un operator liniar, (PFacen această res- 
trioţie doar pentru a avea asigurată existenţa valorilor proprii, rezul- 
tatele fiind însă valabile în general), 


Propoziția 5, Pie A o valoare proprie a operatorului liniar 
A, având multiplicitatea n A în ecuația caracteristică, Dacă 8 SE, 
Pa Bun se slăbită cuc: Lp SN e etalat arat ta (8, 


e subspaţiul propriu corespunzător ei, iar PA = dim 84 „_atunoi 
pm Ap 


8 
(8) LAN sn, 


Semobep tă Pie FACA) polinomul caracteristic 8] lui A. 
Cum A, e prin ipoteză o rădăcină multiplă a sa, cu ordinul de nultipli- 
citate na. rezultță că PACA) a CA rAs "A: ac4) unde Q(A) e un 
polinon de grad EA, cu costiotenţi în (€. Pe de altă parte, Sa, = 
= Ker (A = A,I) este un subepaţiu învariant în raport cu A, Intr-adevăr, 


cum pentru orice xe82,e (A = Ac I)z = 0, aven şi 
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(= A, D(4x) = (4 A D(As 7) = A, 4 24,Dx = 0 


deci, Ax € 84, + Putem considera atunci restricţia Tai A la 52, » ve 
care 8-0 notăn cu A+ Pentru orice xes,, . AX = Aa, deoi matricea 
lui A, în orice bază a acestui subspaţiu e diagonală: 


Tae) 


O Apr ee+30 
As ......... 


o 
Oilisote ăi 


Cun deh, (0), polinomul său caracteristic va fi: 
= & 


A 2208 a AB 
(AA) dee (-1) de (A 5A) Je 


Aplicând acun propoziţia 4, 81, rezultă inegalitatea din enunţ: 


Precizăn că nultipliciţatea valorii proprii: A, ca rădăcină 
a ecuaţiei caracteristice se numeşte multiplicitate algebrică a sa, Pro- 
poziţia 5 stabileşte faptul că multiplicitatea geometrică a unei valori 
„proprii a unui operator liniar e cel mult egală ou multiplicitatea sa 
algebrică: 

Propoziția 6a.Fie A), ass Ang (msn) valori proprii distinete 


ale operatorului liniar A, cu subspaţiiir proprii asociate 5 a jnaazafa 
. 
Atunoi Buna acestor subspaţii, 8 = SA iati a e directă, In plus, 


8 e un subspaţiu invariant în raport cu A. 


Demonstraţie, Arătăn că egalitatea 


(9) | int = 0 
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“cu xesa 1 4 «m are 100 dacă și numai dacă X] Baeeză = 0. In acest 


scop, facen induaţie după m. Pentru m = 1 afirmația e evidentă, 0 presu- 
punem adevărată pentru suma a m-l subspaţii: Ratia a : „“Aplicînă 
L.20 


acum operatorul liniar A relației (9) obţinem: 


(10) Ag, Ponst Ama e 0 


Amplifioînă acun relaţia (9) cu A, şi scăzind-o din (10) obținem 
a Ca poa papat aa aa 0 
Aplioînd ipoteza de inducţie, rezultă că: 
(Aga sensalA- oa” A)aa = O 


şi cum valorile proprii sînt, prin ipoteză distincte, rezultă că 
Xp Eee E 0, Relaţia (9) se roâuce dsoi la Xp = 0, exact ceea ce 
uzi rămăsese de arătat, 
Să demonatrăn acun că 8 = £ 0 :.. 08 este subspația 
A A m 


invartant în raport cu A. Fie xeS, X = Xytesstre Atunci, 


AX 5 AX bocet AX SĂ toeet AX € 


Si O... 0 5p =. 
In mod firesc apare întrebarea: în ce condiţii spațiul veato= 
rial V se poate descompune într-o sumă directă de subspaţii proprii ale 
unui operator liniar A t V —=Y 7? Von studia această problemă în conti= 
nuare, arătînd mai mult, că în acest caz, matricea operatorului liniar A 
are o formă canonică diagonală, într-o bază formată din vectori proprii 


k: 
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Propoziția6b. Tie A+: A, valorile proprii distinote ale 
operatorului liniar A, cu subspațiile proprii asociate Daneza . 
paie ga n 


Pentru orice 1<is<n fie Pa, respectiv 2 moltiplicitatea meonetri- 
că respectiv algebrică a valorii proprii A + Sînt echivalente: 


3) 1a8 ... s 
i a e 9 A m 


2) Y 1<i<n, PA, *2a, 


Demonstraţie. 1) —» 2) Putem obține o bază a lut V alepgînă în 
fiecare subspaţiu propriu a edu îi câte o bază şi reunindu-le. Matri- 


cea operatorului liniar £ în această bază formată din vectori propri! 


fi bloc diagonală: 
NR 2 
A 


& 
CI d 
Fiecare natrice By 1s 1<m va fi la rînâul ei diamonală, (fiind ma- 
tricea operatorului liniar Wsap* Deci, E e diagonală: 


4 Ra) 
SN 


Mu 


iar fiecare valoare proprie apare de atîtea ori cît e multiplicitatea 
aa geometrică, Cun polinonul caracteristic al lui A nu depinde de bază, 


aven atunci RA Ei Pay pentru orice 1l<i<nm. 
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2) —Dmes=sa 0... 0 8, bea: 
Lă 


m m m 
din 5 = 20 ata 84 = pa = dag = ns dinY 
i= 3 AI 9 d 


deci, Y = Za PD .- 9 83 (suma multiplicităţilor algebrice coin- 
E] 
cide cu gradul polinonului ceracteriatio al operatorului liniar A), 


ație, Da: po... s valori proprii distinctie 

Ob: ie, Dacă A A p sînt valori â 

pentru A cu multiplicităţile geometrice Li ELA A 18 iar V = aa 9. 
o 54 (deci 'n = ial | ) atunoi evident ele sînt singurele 

=b L] 3 n 


valori proprii ale lui 4, 


Propoziția ?, Pentru un operator liniar A + V ——Y sînt echi- 
valente afirmaţiile: i 

1) Există valorile proprii Aj se: A distincte cu subspa= 
țiile proprii asociate 8 Apatesă A astfel cai : 
iad cin ed Poate bio. di Aa e Ap 


8,9 -.: 083, =Y 


2) Există în V o bază formată din vecţori proprii în cere ma- 
tricea lui. A că fie diagonală: 

Demonstraţie, 1) =—> 2) rezultă din denonstraţia propoziției 6& 
(Ampltestia 1 —> 2) Ă 

2) =—> 1) Fie foare+01 ] o bază a lui V formată din vectori 
proprii, în care natricea să fie diagonală. Eleventele de pe diagonali 
vor fi. chiar valorile proprii corespunzătoare lor, Fie A poseda ele- 
mentele diatinote de pe diagonală. Pisoare A, va apărea deci de a, 


ori (A = 2 Q)+ Fie-pentru orice 1ci€p, Q, subepaţiul lui V generat 
= 


de vectorii bazei corespunzători valorii proprii A 4 Atunoi di Q = 94 
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iar V=Q 0... 0 4. In plus, pentru orice lsicn, cat Ip 


Rezultă 
n . 
l2 ga = a şi * 1sisna 
(22) “4 94 Pa . 


Pe de altă parte, suma Pa 0..0 Sa e directă iar din (6, e sie 
n 


a i] 
. pă „ Din relațiile (12), a € dp iar din propo- 
. Ba) = Pa, , ara p: 
E] 
a na 
„ziți *€ n n e multiplicitatea geometrică 
sitia (5), Z2Pa4 PR apa ea, p se 


iar 22, 906 algebrică a valorii proprii A,). In concluzie, 


L] .] A 
E] 3, = În şi pentru orice lsi<n = . Mai mult 
TRAD PY ITREY. Male” a ! 
atunci 4 = Sa; pentru orice 1s1 sm şi obținem descompunerea 
...D5a e. 
Y = a, 0 ii 


Definiţie, Spunen că operatorul,liniar A : V —=Y e diarona- 
lizabil dacă satisface una din oonâiţiile echivalente ale propoziției ?. 


Observaţie, Din propoziţia 6hrezultă că A e diagonalizebil dacă 
şi numai dacă pentru fiecare valoare proprie e oa multiplicitatea goone- 
trică coincide cu cea algebrică, Mai meneral, m operator liniar pe un 
spaţiu vectorial peste un corp oarecare E este diaronalizabil dacă şi 
nunai dacă toate rădăcinile sale caracteristice sînt în K (deci sînt 

* valori proprii) iar multiplicităţile lor geometrice şi algebrice coin- 
cid. 

Definiţie, Mulțimea rădăcinilor caracteristice ale unui opera- 
tor liniar A se numeşte spectrul lui A, Spunem că spectrul Int A e sin- 
_plu dacă orice rădăcină caracteristică A o € rădăcină simplă a polino- 
mului caracteristic ( deci n AgE 1), Spunem că spectrul lui A este în E 
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dacă toate rădăcinile caracteristice sînt în E, 


Corolar 8. Orice operator liniar cu spectrul simplu, în K, 
este: di agonalizebil + a 
Demonstraţie, Cun pentru orice A e E rădăcină caracteristică 


aven! 


sp sana 


rezultă că Pas aa se 1 şi operatorul e diagonalizabil, 

Aplicaţii, 1) Operatorul linier A : R7— 7, Ax = (5F) = 
- Fa + 2Fz0 673 = Fa + AF AY o tFae 5F>) ze (Fura Fa) 
este diagonalizabil, Intr-adevăr, matricea sa în baza canonică este: 


$ 3 2 
Pa a N 
- 
Fi ecuaţia caracteristică: 
S-A =3 2 
ao f-A) « 6 aa | = AAA =3) 


= 0 
"ro rădăcinile afstinote şi reale A = 1, As? 43 = 3, Deci spec- 
trul lui A e simplu şi în R. Să dețerninăn acun o bază formaţă din vec- 
tori proprii în care să fie diagonală matricea lot 4. 

Vectorii proprii corespunzători vectorii proprii A = 1 sînt 
soluţiile nebenale ale sistemului: 


n, - 3Yp+ 2.F3=0 


Sp, - 5f2+43=0 
45, o 4fa +4 f3=0 
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Rangul matricei sistenului fiind 2, sistenul e simplu nedeterminat. Solu- 
țiile sale vor fi: Ț, = t, Fa=2t, Fa = ti tea. Deci, 


52,» (ta,2,1) | tea ] 


O bază a sa va £i v, = (142,1). N 
Vectorii proprii pentru valoarea Devgzite A 2 = 2 se obţin re- 
zolvînd sistemult 
3f-3fa+ 253 =0 
6Ț, - 6fae F3..0 
AF - ae 3Fz =0 


Sistemul va ti tot simplu nedeterminat, avînă soluţiile: Ș, st, Fa = 5 
Ya = 0 tea, Deci, 


52, = (2,10) |tea] 


iar o bază a sa va fi Va = (10140), că 


In sfîrşit, vectorii proprii pentru valoarea proprie 43 = 3 

"se obțin rezolvînă sistenuli 
| 

25, -3 Va+2f3=0 

- 6Ș, -7 Țar 4fz=0 

WE 4 Fa+ 2F3=0 


ce admite soluţitler Ș, = t, Fa = 2t, Fa = 2ti te, Deci 
sa, » $a,2,2) [ten] 


O bază a sa este v3 = (142,2). 
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Îv1rM2Y3 | formează o bază ta 87 (oonstitultă din veotori pro- 
prii corespunzători celor trei valori proprii distincte). Cun Av, = Y3 
Ava = 2Y2 Av3 = 3030 matricea lui A în această bază va fi diagonală: 


1.9.9 
, 
pe ANC pe a: dai”: 
o o 3 


2) Operatorul liniar A 7, axe (Fi -372+ Fa 


AF, o 7Pa + Baa 6 o PYa e 7F3) x (Fa Fao a) mue dtagona= . 
lizabi1. Intr-adevăr, matricea sa, în baza canonică estes A i 


13 
dal: a 
6 - 7 
iar ecuația caracteristică: 
A 3 a 
pai 6 - GAMA +D2 0 
RE AN Li 


are o răâăoină simplă A, = 3 gi o rădăoină dublă Aa = -1, ambele 


sale. Deci speoțrul lui A este în &, dar nu e simplu. Von vedea că, 
multiplicitatea algebrică şi cea geometrică pentru A, nu coinoid, Pie 
în acest scop sistemul cu aşutozul căruia caloulia vectorii proprii 
coreapunzători valorii proprii dz: ; 


A ADI AI E 


4Ş, -6fa+8fz=0 
„6 7fa2 + 8f3=0 
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Rangul matricei sistemului fiind 2, va avea soluțiile: F, = t, țo = 2t, 
Ț3 = tn teR. Deci, Ba = [t(120) | teRjei din 5], = Pas 


<a a. 
Aa” 


Pe tot parcursul acestui paragraf, Y va fi un spaţiu vectorial 
rea] n-dimensional far A : Y ——Y un operator liniar, Pentro A, în pe- 
meral nu toate tădăcinile caracteristice sînţ valori proprii, Eonaţie 
sa caracteriatică este o ecuaţie polinomială de gradul n cu coeficienţi 
reali, 0 astfel de ecuaţie poate avea atît rădăcini reale cât și com 
plex conjugate iar valorile proprii sînt, așa cun ştin, doar rădăcinile 
reale. Von vedea însă, că oricărei rădăcini caracteristice a lui A (ree- 
le sau complexe) i se asociază un subspaţina propria în raport cu A, 

In acest scop, vom considera spaţiul vecţorial complex 0 defi- 
ait astfel: 


v€ = (2 = xeiy |xzet] 


YO se numeşte complexificatul spațiului vectoriel real V, EI se obţine 
prin extinderea corpului de scalari și se poate verifica că avem 


VO + CV. Adunarea şi înmulţirea cu scalari în acest spațiu vecțorial 


vor fi respectiv: 
(xp + 197) + (ca + 192) = (xyrro) + 142) 
(Ce 1p) e ae 19) = (dr pa) + str +p) 


Dacă E = (ea++0€a] este o bază a spațiului vectorial) real V, atunci 
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ea este baia gi pentru x. Introadevăr, cun orice „ev este de forma 
n n 
z = x+iy, cu xy ET, dacă r= pri fai şi 7 = Dat rezultă că 


n 
z = 2: Fa + 174eş si E este siaten de generatori pentru XC. Acun, 
dacă &: 3 = + 14 i-a sînt scalari arbitrari în C astfel încît 


Tia = 0, rezultă că dar, Des pe = 0 si decis 

= 
dea pa ou de unde dy = fy= 0, 1c3cn, tar E este şi 
Bisten liniar independent peste €. 


Pacem precizarea că, dacă z = x+iy ev? spunea că x = Re z 
(partea reală) iar y = In z (partea imaginară). Prin £ von sasea 
vectorul din YO 5 = x-4y, numit conjugatul lui 2, 


Pie acun Q un subspațiu oarecare al lui v€, Submul ţinea 
Re Q =(Re z | sea | 


oste un ubepațiu vectorial al lui V, Intr-adevăr dacă x, = Be 2, 

Xp = Re Zoe CU 222 6Q, atunci întrucit x, + xp = Re 2) + Be zp = 
= Re(2y + 2), rezultă că i Xy + XpeBe Q, tar dacă Lek şi 

x = Re z, 26Q, atunoi x =<CRe 2 = Re(£ 2), iar dz 6Q. In plus, 


„usa orice zeQ şi ia <Q iar In z = Re(-4z), rezultă că submul- 
„imea In Q = (1n z| 2 EQ Țooinoide ou Re Q. Pe 


Dacă P este un subspaţiu vectorial al lui V, atunot mulţimea 
Ea [x 17 | 7 eP] 


eate un subspațiu vaotorial al lui VO şi, evident, Re EC = P. Ia plus, 


4oo 


orice bază jepseeepța spațiului veotorial real P este o bază şi pen- 
trup. 

Dacă Q, şi Q2 sînt subspaţii vaotoriale ale iui VO, atunoi re- 
zultă imediat că: urlă 


Re(QJ+Q2) = Re Q, + Re 


In general, prin trecerea Q ——Re Q nu se conservă sumsle directe, 
Doar dacă Q, = PJ0 şi Q> = Pa€ atunoi, cum (P10 P2)0 = 240 O 


rezultă că Re (Q4 O Q3) =Pj O Pa Ro Q O Bo 


In conţinuare von considera un operator liniar pe spaţiul veo- 
torial real V, A: Y —— Y, Ii von asooia o aplicaţie VA pei 
definită prin 


() Alain) = Ax + day v mizerii 


Se verifică imediat că a este un operator liniar. Intr-adevăr, dacă 
z=x+ 179 2 = Xati72 ert, atunoi+ 
= 


AO(apraz) = M0((xytiyj) + (xarty2)) a A0(xyt atita) 
= Mayraz) + 1 ACT +72) = Ax) + Arp + 107) + 1499) = 
= (xy + Ar) + (xp + tara) = A0(a) + Aaa) 

tar dacă A = ri A€0 şi a xriyeYl, avem 


MCA a) = MECCA) (arty) MCC 2 = Ay) + 
+ M(Az + 7) = Maz = fA9) + LA (Ar +49) = 


= (Ax) = A(Ay) + Lp(ax) + AC(A7) = (CA) Ax + 
+ (ei p) ay = A (az e 1 Ag) = AMI), 


"ol 


Definiție. Operatorul lintar AC i VO —V definit prin rela- 


ţia (1) se numeşte oomplexifioatul operatorului lintar At V ——V, » 


Pie B = jepseeesej j e o bnză fixată a lui V, Cum E este bază 
şi pentru 4, rezultă oă A şi AM au în aceaată bază aceeaşi matrice 
(40 acționează pa vaotorii din Y la fel ca gi A). Dot A şi A au a0g- 
laşi polinom oaraoteriatic, aceata fiind independent de alegerea vreunei 
baze. Toate rădăcinile caraoteriatice ale lui A sînt deci rădăcini ca- 
raoteriatice pentru VĂ 

Dacă A.  rădăoină caracteristică a lui A gi e număr real, 
atunoi e valoare proprie pentru A iar dacă e număr complex, A o valoa- 
re proprie pentru AM, 

Pie pentru început A SR rădăoină oaraoțeriatică (deci valoa- 
re proprie) pentru A. Subspaţiul său propriu Pa = Ker(A - AI) SYe 
constituit din totalitatea veotorilor xeV ale căror coordonate în baza 
E satisfac un aisten liniar omogen ou coeficienţi reali de matrice 
D= AY . Subapaţiul propriu al lui A în raport ou operatorul liniar 
49; Oa xer(ad -A1) s i Li va fi oonatituit analog din mulţimea vaoto- 
rilor s €10 ale căror coordonate în baza E satisfac un sisten liniar 
omogen din aceeaz! matrice L-AI + (Mulțimea soluţiilor acestui sia 
ten va fi însă un subspațiu al lui 0 = (85)0). In conoluzie, avem urmgă- 
toarele relaţii în cazul în care A e o rădăoină cernoteriatică reală 
pentru A 


(2) Qa = PA pi Pp=BeQ, ră 


Pio acun A 6 0 rtdiotnă oaraoteriatiocă pentru 4, A Lei /A 
Cyp&R, AA 0. Definin în acest cas PA prin relația 


(3) Pa = Re Q4 


(da 52/38 Fase. zi 
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unde aer e subapaţiul propriu corespunzător valorii proprii A a ope- 
ratorului liniar A PA se va numi subspaţiul propriu al lui A asootat 
zădăoinii oaraoteristice A , Elementele sale nu mai sînt veotori pre- 
prii pentru A. Evident P) e un aubspaţiu invariant pentru A întrucît 


Qa, e invariant în raport ou 40. 


A fiind o rădăcină a ccuaţioi caraoteriatioe (ecuaţie polino- 
mială cu coeficienţi reali) şi Î va £i o rădăoină a acestei ecuaţii. 
Ooondonutele veotorilor din subapaţiul propriu corespunzător azsv 
vor £i soluţii ale sistemului liniar omogen de matrice d -ÎJ, 

Ble se obţin prin conjugarea elementelor din O, de unde rezulță: 


(4) Re 94 . Be 93 


In conoluzie, subapațiul propriu al lui A asooiat rădăoinii oaraoteris- 
tioe A coincide cu 081 asociat rădăcinii Ă, Pe de altă parte, dacă 

AA CAGE) atunoi suma subspaţiilor Qa și 9. e direotăi y 
LEI [:2) Q m « Atunoi, dacă (e peseneae o bază în Q2, sistenul 
(oreer0as ei] e o bază în Ap E Aa: 0 altă bază a sa, consti- 
tuită de această dată din veotori ai lui Y va fi: 


..+e .,-". 
(5) Be e, = bl , In oş = dz 14354 


Pie Ps Y subspaţiul veotorial generat de veotorii (Re ones ssRe . 


In gat Atunoi, 


d A, iar P= Be (0,9 Qa )n ae Qa+ Be az = 74 
(oăoi Re LET = Re LE . PA ). In comoluzie, avem: 


, Ai - 
(5) LA LFNC) LE 
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Puten formula aoua pentru subspațiile proprii ale operatoru- 
lui liniar A i V—=V un rezultat analog celui din 82 prope6a. 


Propoziția 9, Pie Y un spaţiu vectorial real iar A: V—-Y 
un operator liniar, Dacă A, .... Aa sînt rădăcinile oaraateriatioe ale 
lui A (reale sau complexe) astfel oa A, 4 Aj şi A4 4 ş „Pentru 
09 i EI IX Aa Es Poatsu 


14 sJ sm, atunoi suma subspaţiilor proprii gorespunzătoare 


EEE Es este dirsotă, 

Denonstraţie, Pie Agneeeria rădăcini oaraoteristice reale 
iar A pygneeero Ap 0omplexe. Pentru operatorul liniar 40 e v0—vl 
Agnes Azi Anat mplrrto Am Ama Vor £i valori proprii diatinate. 


Contora propoziției 6 $2 sună subspațiilor proprii corespunzătoare e 
direotă: 


Sa Rag 9 Sa [0] IC AL AD Pe-o (9 ou) 


Intruott ta, ” 7 1€isr, tar ta, [3] îz, Di i, rezultă că: 


Pa Re Q= Pay 0... Pa, 


In particular, dacă ad [] Win este diagonalisabil, atunoi 
Va? ..29P.. 
it i 


Ne propunen să oaraoterisăn în continuare restrioţia operato= 
rglui liniar A la un subapaţiu propriu Pa oînd A €0, Pentru AeR 
această restrioţie se cunoaşte: este omotitia de raport A (respea= 
tiv ase AI unde It: P— Pe operatorul identic), Matrioea lui A 


într-o bază a aubspaţiului PA e diagonală, pe diagonala prinoipală ăn 
flîndu-se A , 


ok 


Pie acu Azi A, LC peER, P40 tar Q. subapaţiul 
propriu corespunzător valorii proprii tă a operatorului liniar a, 
Be ştie că dacă | o9esevea feste o bază a lu Q„, atunoi sistenul: 
Li 


Î Re 9nsssme e In es++-pIa “| 


CU 


formează o bază pentru subspațiul propriu Pa= Re Q4 al lui A, agcoiat 
vădăoinii oaraoteriatice A , Să presupunen pentru început că A e rădă- 
oina simplă a ecuaţiei oaraoteristios, deoi-q = 1 şi e = xtiy esteo 
basă pentru Q4. Atunci (x,y) e o bază pentru Pa. Intrnoât 

40 e = Ac, deci | 


A0(azeiy) . (+1 p)(zriy) n (da = py) e id re pr) 


(6) 


Axa Lo py 
dp +Ly 


PA Li 8x97) e olar invariant în raport cu A, iar matricea operatorului 
liniar AA = Alz în baza (7 | este: 


A 
(7 -A s£, 


Dacă q>1, PA e sună direotă de q subapații de dimenaiune 
doi de tipul de nai sus, iar matricea operatorului liniar Aaa Ajp 
> A 


în basa A Re oyposeoRa led, In ojs---,Ia “ i: este bloo-diagonală 
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(3) 


ou q blocuri pe diagonala prinoipală. 
Obţinena acun rezultatul final sub forma: 
meorena 10, Pio A 1 Y —=Y un operator liniar pe spaţiul veo- 
torial real Y, iar a [i pie V oomplexificatul său. Presupunem _9ă 49 
e diagonalizabil jar Aso: A, sînt rădăcinile caracteristice reale, 
An n Wa? prese Ana 2a + i An rădăcinile caraoteristice 
complexe, astfel încît A 1 risk j sa şi din Va n = 2mr, 


Există atunoi o bază în Y în care matricea operatorului liniar A să fie 
o sumă directă de un număr de r matrice de ordinul 1, 


E STELET, şi 


de m matrice de ordinul 2 + ip pu ) anume: 
: E m 
ai O 
+ 
a 
Ar. --- EI 
(9) tu Au 
| 
Ie Cer 
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Pacea observaţia că fiecare matrice de ordinul 1, reapeotiv 
ordinul 2, va apărea de atîtea ori cît indică ordinul de multiplioitate 
a vădăoinii caraoteristice respeotive, 


S. ală Ji ti 
pe un spaţiu complexe. 


Aa văzut în $2 că, operatorii liniari pe spaţii vectoriale oom- 
plexe oare au mulțţinea vectorilor proprii liniar independenţi de cardi- 
mal mai mio deott dimenatunea spațiului nu sînt diagonaliaabili, Pentru 
un asţfel de operator liniar von indica o bază în care matricea sa să 
aibă forma cea nai simplă ou putinţă ( mumită forma normală Jordan), 

Vom începe ou studiul unei olase particulare de operatori li» 
niari gi vom pune în evidenţă forma canonică a matricei lor, 


Definiţie, Un operator liniar Bi Y —Y se numeşte nilpotent 
dacă există re astfel încît BY = O (deci B7x = 0 pentru orice rev), 
Numin înălţime a unui veotor xEY cel mai nic întreg n ou proprieţatea 
o Bă = 0, 

Bvident că dacă B : Y —=Y este un operator nilpotent, cu 
BY m 0, înălțimea oricărui vector xeY este 061 mult e şi exiată veo- 
tori ou înălțimea r. Pentru orios ksr vom nota ou N mulţimea tuturor 
veotorilor din Y de înălţime 4 k. Evident, N, eate un subspaţiu vaato- 
vial al lui Y, iar N, = V. Aven girul.de incluziuni: 


| 
(0) i Om SS Sec, ar 


Notăm ou = = Li FI) lsisr (a, = a = din V), 0u ajutorul acestui 
gir de subspaţii vom construi o bază a spaţiului veotorial Y în oare 
matricea operatorului ailpotent B să aibă forma cea mai simplă posibi- 
14, Să preoiszăn pentru început o noțiune, 


40? 


Definiție, Pio V un K-spaţiu veotorial finit dimensional şi 
LCY un subspațiu veotorial al său, Spunea că vectorii Vanoepet 
sînt liniar independenţi peste L dacă din orice combinație liniară 
Aare eet Apt psk ou A pnneedpsk rezultă că A geo Ap a09. 


Numărul maxim de vootori din 7 liniar independenţi peste L se numeşte 
dimensiunea lui V peste L, 

Vaoen remarca că, dacă veotorii VanaeeavpeY sînt liniar in- 
a sînt veotori liniar inde- 
pendenţi din L, atunoi sistemul (areeeetpe passes | este liniar 


independent în V. Introudevăr, dacă am avea o combinaţie liniară nulă: 


dependenți peate subapațiul IL, iar Mypesest, 


CVA esse Cpt A one Aqtg = 0 
atunoi sorisă sub forma: 
“m tat) = Au east Agu)EeL 


ceea 08 implică d; ses) = 0, dsoi 


fu Penet Agia = 0 


şi astfel Aia ses Pa = 0. 
Revenind la girul de aubspații (1), observăn că No Sat 


deci se pot găsi Py  Mooa Vectori 


Uj 
vanţi peste N,_,. Atunoi, veatorii B Vpesea ATD E Nyag 8i aînt liniar 


....Vn ta %, liniar indepen- 
1 
independenţi. peste Dup + Intr-adovăr, dacă aa avea 


A CBv)easse App = Wen, o, 
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atunoi, aplioină operatorul se? avez: 


r-l r- 
A (By Droset App ) 20 


deoi A at ee etă Pap, € LPT) de unde rezultă că A zoana, .=0, 


Deduoen astfel oă dimensiunea n, - 2.2 & lui No peste X,.2 oaste 
- = py. Completăn vectorii Bvy pese BY. înă la o bază a lui 
> mp-ayua = Pa Vompletăa v preeebYp P 
Na Peste N,.2 tÎBvaseeeaBYa e Ypuear***0Toa | « unde pp = po] = Mpu2e 
La fe1 ca mai sua, vootorii Bnaeretv pe BrpparenrbYpa € N-a și 
sint liniar independenţi peste PET) de unde rezultă că a_2- 2-3 
7 Ryo] * Aaa * P2 gi se completează sistemul ou veotorii Vozvaoree 


"3 € Na pînă lao bază a lui N,.2 peste Noe 
Avand tra e BY par ***9BYpp'Tpaea'***0p3 | 


Be continuă procedeul pînă se obţine o bază a lui V, Veotorii bazei 
astfel construite se pot aşesa într=un tablou: 


VapesesY. 
7? , Pi? 


at ... sp Ypye . “pa 


2 4 
| B2v sees par t*r8YpaiYpg+1t****Yp3 
(2) 


o neneneeneeeneneanatennnnnneneneeneee 


r=l r=l r-2 pd 7-3 
Bv pee „ve Braa î.. BY parBYppear sa DY73 a. 


. 
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care aro po prima linie veotori de înălţime r, pe a doua linie vectori 
de înălțime r-1, eta, Veotorii ultimei linii au înălţimea 1. Piooare 
coloană generează cîte un subspaţiu invariant în raport cu operatorul 
liniar B, Primele P, abepaţii au dimensiunea r, următoarele Po*Py au ât- 
mensiunea =], eţo, Ultimele p,-p,.p coloane; avînd oîte un singur le- 
ment, generează subspaţii invariante unidinenaionale, Bvident, spaţiul 
vectorial Y este suma dirootă a acestor Pp Subspaţii. 


Pacen observaţia că veotorii fiecărei linii k, 1sks<r sfat 
veotori proprii ai operatorului liniar B” +, corespunzători valorii 
proprii A = 0, Soriem acun matricea operatorului liniar B restrioţionat 
la subspaţiul 8), generat de veotorii primei aoloane a IRA 2. 
Aranjind vectorii bazei lui 8, după oregterea înălţiaii: w = a , 


u> = DE ca cei = Ya» aven relațiile: 


Bu, = 0 


Bu .w 
(3) Buz = u 


[ă 
. 


Bus = asc 


de unde rezultă că pentru orice k, 24 k<r avea 


(4) Blu, = 
i 
Spunea că vectorii Mee 24 k<r aînt vectori asociaţi de ordinul k-] veg= 
torului propriu 4 + Acum, matricea operatorului B| 5, în basa 
(arta sees ] va tu i ă 


4lo 


O 1 O... 
O 0 lecac...0 


p.nenneeeeanese 


(5) 


0 0 O.iecc..l 
0 0 0O.......0 


ou elemente nenule at egale ou 1 imediat deasupra diagonalei prinoipale, 
O formă analoagă are matricea operatorului liniar B restricţionat la 
celelalte subapaţii invariante generate de coloanele tabloului (2), Re- 
sultă că matricea operatorului nilpotent B în baza (2) formată din veo- 
tori proprii pentru valoarea proprie O şi veotori asooiaţi lor va fi 
ovasidiagonală (bloo-diagonală) ou blocurile inăicațe pe diagonală. 


(6) 


In această matrice aven P, blocuri de dinensi une Xe Pa-Py blocuri de di- 
mensiune r-l, eto. Numărul. blocurilor de dimensiune 1 este egal cu 


Pe-Pp_a* Această este forma normală Jordan a unui operator liniar nilpotente 


'oapIII, $3. 


4 


In continuare, ne propunen să studiem forma canonică a natri- 
cei unui operaţor liniar oarecare A : V ——V, unde V este un spaţiu 
veatorial complex n-dimensional, in văzut în $5 cap.III că orioe astfel 
de operator liniar are un polinon anulator minimal, Acesta va avea un 
rol esenţial în cele ce urmează, Hotaţiile folosite vor fi cele din 


Propoziția 10, Dacă un polinom anulator ge 0[X] al unui opera- 


tor liniar aed(v) se descompune într-un produs de două polinoame prime 


" între ele, q= 9392» _atunoi Y = 5 9 5%, unâe % şi 8 sînt suba; LĂ 


invariante în raport cu A şi au proprietatea că: ” 


B ata =0 j gi Qa(4)xz = 0 


pentru orice XI, 51 xp Ba . 


Demonstrație. Confora propoziției 14, cap.III, 95, oxiată poli- 
noane p. Pa € 0(1] astfei încît: 


Pda * Dada = 1 - 
Pisi utiliaînd Ea, de felia 
Ga olr]—d) , Gap), peolr] 
avea: 


(7) Pa (4) ap (4) + Pa(4)ă2(4) -I 


Pio 8, = In 24) gi 83 = In (4). Bvident 8, şi 52 sînt subspaţii 
invariante în raport ou operatorul liniar A. Intr-adevăr, dacă de exen- 
plu, yes, Y = Qp(4)x, cu xEV, atunoi Ay = do(4)ax e 8). In plus, dacă 


x, e 8 există ver astfel ca: 
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ay (A)x, = ap (A)aa(4)v = g(4)v =0 


q fiină polinon anulator pentru A. Analog, pentru orice xpe 82 există 


ueY încît să avea: 


do(4)xp = Qa(4) a(4)u = a(4)u = 0 


Dacă xEvV, conforn relaţiei (7) vom aveat 


(8) x = Py(4) Qp(4)x + Pa(A)ao(A)x = 7 + 3 


unde 3 = P(4) a (4) - [09] py(4)x Ep tar s = Po(4)ap(4)x € 8), 
astfel că V = 8, + Sp. Rămîne de arătat o0ă suna este directă, Pie 


xps8N 83. Atunci Ma (40 = da(4)x, = 0, astfel înott din (8) obținea: 


X3 = Py(Adag(4)x, + Po(A)az(4)x, = 0 


şi 8183 =0 (Bineînţeles, e posibil ca vreunul din subspaţiile invari- 
ante 8, sau Sp să fie nul), 

Observaţie. Prin construoţie, operatorul liniar q,(A) anulează 
subspaţiul 8, iar a(4) anulează subspațiul 83. Reoiproo, se poate ară- 
ta că orice veotor anulat de operatorul aa) aparține lui 8, şi că ori- 
ce vector anulat de da(4) aparţine lui 83. Intr-adevăr, fie xeY şi 
Ay (4x20. un x = X) + Xp cu xe5 Xp 83 avea: 

i 


Qa(4)xo = q(4)x = P(x, 0 
Dar şi dp(4)x3 = 0, astfel că: 


X3 = Py(A)ay(4)xa + pa(A)ag(4)xa = 0 
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și deoi x = x,€8)+ Analog rezultă că, de îndată ce qp(4)x = 0, xes. 
Altfel spus, 8, = Ker a) i Ba = Eer Qp(4), Dacă se descompun în 00a- 
tinuare polinoanele % Şi qp în faotori print între ei, se obţine posi- 
bilitatea reprezentării spațiului vectorial Y oa o sumă directă de sub- 
spaţii invariante în raport ou operatorul liniar A, anulate respectiv 


de factorii polinoamelor q; Şi Q2e 
Be obţine atunoi imediat: 


Corolar 11, Dacă polinoaul anulator pe 0[Xlal unui operator 14- 
niar aek(v) adnite în corpul 0 o descompunere de format 
Tica apă 
= I-A 
(9) p jsa 3 


unde _A 3 sînt toate rădăcinile (distinote) ale polinonului, iar_ mul= 
biplicităţile 105, atunoi spaţiul V se descompune în suma direotă, a 
n sybspaţii By nasa invariante în raport ou 4 astfel îagit pentru ori 


se E, 1$ksm subspaţiul 8, eate anulat de operatorul Bu E unde. unde 
Be ei o Ale 


"Din adest corolar şi din cele stabilite la începutul acestui 
paragraf cu privire la structura operatorilor nilpotenți obţinen în 
Zina], 

Meorema 12, Pentru orfoe operator liniar A pe_un spaţiu com- 
plex n-dimensional V, ce are un polinom anulator de forma (9) există 
bază în care matricea sa să fie de forma ovasidiagonală: 
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Matricea J(A) se numeşte forma normală Jordan a operatorului liniar A, 
ar baza corespunzătoare, bază Jorâdant 


Demonstraţie, Din corolarul 11, 7 = 5 O s:. O SS, unde 


x 
8, este subspațiul invariant în raport ou A, anulat de operatorul By Li 


Astfel, operatorul liniar B A Ale vestrioționat la subspaţiul Li 
este nilpotent, Alegind în acest aubspațiu o bază de tipul celei des- 
oriste în tabloul (2), în această bază matricea operatorului Bl, este 


forma canonică (6), In această bază, matricea operatorului As, are 
forma: 


(a) 


5 


Matricea operatorului liniar i în baza lui Y obţinută prin reuniunea 
tuturor bazelor canonice construite în subspaţiile ByaenssBa va avea 
forma canonică. (10). 

Paocen observaţia că în general, pentru un operator liniar ac- 
ționînd pe un spaţiu veabaziaă finit dimensional peste un corp oareca- 
re, o reprezentare de tipul (10) nu e întotdeauna posibilă: 

In cele ce urmează vom pune în evidenţă procedeul prin caro 
se poate reduce la forma normală Jordan o aplicație liniară, Facen 
intii renaroa că, matricea (10) poate fi desorisă printr-un tablou de 


forna: 
4 Li RD unassa) 
23 i af ecnesaţ? ' 
2 e) k) (e) 
Pe 2$ > 8) > ae > a 
? 1sksa 
apt afDocaeraţe 


în oare, pentru orice element diagonal A 1 k sm sînt indicate di- 
mensiunile "oslulelor elementare Jordan” AED eae n) din matricea 
(10), ordonate în mod desorescător, 


An văzut că polinomul oaraoteristio a] operatorului liniar A 
nu depinde de alegerea bazei, astfe) că £1 von calcula pentru matricea 
sorisă sub forma normală Jordan (10), Sub diagonala principală, toate 
elenente2e fiind nule, von avea: 


a (o) (E) 
n tota 
(03) 1 det CI) az Il aa 7 


Deoi, elementele diagonale din matrice sînt ohiar rădăcinile polinonu- 
lui caraoteristio,iar sumele s = aţi) uta) sînt multiplioități- 


le lor. Astfel, cunosoînă polinomul osraoteriatio al operatorului liniar A 
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(auorînă într-o bază oarecare în V) şi determinînă rădăoinile sale, cu- 
noaşten elementele diagonale din forma normală Jordan Agnes da şi 
sumele s, = aQ) saueaţ) ; 1&k sa. Von vedea în continoare cun pot 


? £ 
fi oaloulate ohiar numerele i Rate ui » lksa. 


Pio deo E4 matricea lui A într-o bază oarecare iar Iu) 
forma nornală Jordan, Fiind matrice în baze diferite pentru același 
operator liniar, există o matrice L nesingulară astfel încît: 


34) a lu 


deoi şi: 
Iu) oara Lifan. 


Minorii de un ordin p fixat ai matricei JE- AI stat polinoame de 
grad s p. Pie 14) idealul generat de toţi aceşti minori în algebra 
0 [A] . Analog se în evidenţă idealul 1,(J(A)) + Demonatrăn că I7(A) = 
= IfI(4)) 7n acest scop anintin că dacă B,0€ h,0) şi oonsiderăa natri-. 
cea produs BO, liniile sale sînt combinaţii liniare de liniile matricei 
0 cu coeafioienţi din matricea B, iar coloanele sale sînț combinaţii de 
coloanele matricei B cu coeficienţi din matrioca C, De aceea, minorii 
de orâin p din matricea L d -AJ)L = I(4) = AY ver fi combinaţii 
ze de minori de orâin'p din matricea 4- x I şi deot Ip(I(4))s 


& 200. Analog ae obţine cealaltă a baia obaervînă că 


A-a3 a L(I(4) AD). Pie LR .9) un polinon care generează 


acest ideal, E1 este (vezi prop.13, oap.III, $3) cel mai mare divizor 
comun al minorilor de ordinul p din matricea J(A)- AI , respectiv 
din matricea A AI. De aceca, €] poate fi considerat cunoecut, 


7 7 


Yen calcula fn continuare în mod direat o9l mai aars divizor 
comua ai minorilor de ordinul p din matrice J(A) = AI, In locul acea» 
tei matrice se poate considera o satrioe de forma P(I(4) = AI)Q unde 
P pi Q sînt mtrice inversabile cu coeficienţi fa 0. Aatfel de matrice 
ou care amplificăn în stînga sau în dreapta au rolul de a conduce la 
o permutare a liniilor sau coloanelor, de adăugare la o linie (0oloa- 
mă) a alteia amplificate cu un scalar, ou scopul de a pune sub o formă 
mai Biuplă matricea J(A) - A 1 . E clar că matricea astfel obținută va 
avea aceleaşi polânoane DA) 1spsn oa gi matricea I(4)-AL, 
Astfel, pornind de la o celulă slonentară cu 29) linii și coloabe: 


Aa 2 Osea sa..0 


0 “Ama _îeceseeeeed 
o o o 1 


o e ei BILE ta 


gi acăzînă din linia.a doua prima înmulțită ou A As „apoi dintr-a 
treia pe a doua tmmulțiţă cu Ay A e etosi obținea după ni) - 1 


sasea de transformări matricea 


dă 1 UPPER 


MAp? o Lee 


onneeeenetnanenesaneenensmeneneneseae 


Moif-20,-2f10 Das sau sesă 


(oala o Cm 


E 
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(am notat pentru simplicare cu p= 20, Scăzină acun din prima coloa- 
nă pe a doua înmulțită cu A A , apoi pe a treia înmulțită cu 


Capa oase ultima înmulțită cu cf îa afl, doținea natri= 


Ei 
ceai 

[2] 1 Deer... 

[+] L*) Lee nnenees 

o L*] Ouenn.nvon.l 


(ofza-afo 0.eeeeeee+0 


Permutină acum coloanele ei, obținea în final matricea: 


3 (2) 
am). , 
$ (ap DĂ 


Pusă sub această formă, pernite caloulul ou nai mare uşurinţă a celui 
mai mare divizor comun al minorilor de ordin p din matricea de la care 
"s-a pornit (operaţiile efectuate nemoăificind acest divizor), Procedind 
în acest mod cu întreaga matrice I(A) - AI, obținem o nouă matrice, 

pe care s-o notăm J(A), avînd toate celulele de forma (14) pe diagona- 
la prinoizală. Cun în această matrice în afara diagonalei prinoipale se 
află zerouri, minorii nenuli pot fi numai cei pituaţi pe liniile şi 00- 
loanele cu același număr de ordine, valoarea acestora fiind egală cu pro- 
dusul elementelor. de pe diagonală. 
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In matricea Sa printre elementele de pe diagonala prinoipa- 
1ă se află un număr de q binoane de forma (apa - „ celelalte n-q 
elemente Zina 1, q este nuaărul to'al de celule Jordan din matricea 
I(4), anume: q = Dytesstrye Printre minorii de orâinul p, ps n=q vot 
exista unii egali cu 1 pi deoi, pentru acești p aven DA) = 1. Pie 
acun p >n-q+ Vom înlocui matricea (a) ou o matrice diagonală mai sim- 
plăt 


a 
aeăui 
i (1) 
Cage a 
(15) a 
si (a) 
în (apa 
ES aţa 
(age) 


şi atunoi polinonul 2 „(4 considerat pentru matricea $(A) va ooinoi- 
de cu polinomul Ding) (A) considerat pentru matrioca a), cu q 
linii și celeaue. Va £i deci suficient că calculăm, pentrn orice 8, 

1€ 8 €Qu polinoanele Di. Bvident, ele pînt de fornai 


(6) DA) = Tita sac) 
dei | 


ou ns) > 0, Yon pune în continuare (n. evidenţă aceşti expononţi, 7i6 
pentru o alegere j =:1, Exponentul lui A A va fi cel mai mic expo= 
ment la care apare AJ-A fn toţi minorii de ordin 5, Dacă a & pres: 


»stme există măcar ua minor da ordinul s care să nu conțină pe Ag a, 


— 


= aj 


420 


Atunot 2 (8) = 0. Dacă 8 = rptecetati ei considerăm că exponenţii 


sp nneraț 


sînt în ordine crescătoare, aven n, (5) = a, La fieca- 
re mărire a lui 8 ou o unitate, exponentul lui Ag” A, va crepte cores- 


punzător cu Ea , aa „ eto.jiar pentru a = q obținea n(9) = 


(» + me a eerag, Analog se procedează pentru fiecare J, isca, 


obţinîndu-ae în final pentru a = q, ao - pen erag) „ Atunoi 


avea: 


aaa) (n) 
DACA) = DICA) e (apă ucaea i 


d ele 2) 2), ana) 
Boală) e Bială) stageayă tea il e 


(m) 


+a s.n 
Ta 


Da cea D nea) 
Dpa(A) e Bala) a (aaa) d 9% „sean d 7 


onnneenevreeneneetaseeneeaneeenasanae în .eens. [.peneeeenereeeabe 


Daog(A) . sv... (A) a]. 


E olar că, începînd ou n-r, factorul (Ay A) devine unitete, începînd 
cu nerp factorul (Ag- A) devine unitate, eto. Dacă de exemplu în forma 


normală Jordan (10) valorile proprii Ag 1 4<m le corespunde cîte 
o Bingură celulă elementară Jordan de orâin as atunoii 


DA(A) e (Aga) Leana Cage A) 
DA) = 1 
Dpca(A) = 1 


DA) sa 


/ sa 


Rate mult mai comoă în locul polinoamelor DA), 1spsna să 


studien rapoartele: 


DA) 
pei 7 iată 1 1 
(28) (a) 2 (2) A fps n- 


numite divizort elementari sau factori invarianţi ai operatorului 11- 
niar A. La fel ce i polinoazele D.A), acești factori invarianţi nu 


depină de alegerea bazei în Y. Deoi pot fi caloulaţi apelind Ja matricea 
oporatorului A în orioa basă, Din girul de polinoame (17) deducen că a- 
vem girul de factori invarianţii 


(2) 


A . 
BAR i etape e Macar 


(=) 
BA) = 
sai Da a) 


(19) 2) (a) 

n$ 

224) i Da (4) să capat ase (Apr) 
Da(2) 


.nneneeneeeenenestaneeee 


care sint polinoame avînd ca rădăoini valorile proprii, ou multiplici- 
tățile egale ca dimenoiunile succesive ale celulelor elonontare Jordan, 
Deci, caloulind factorii invarianţi ai operatorului liniar 4, daterninăn 
complet numerele a( din şirul (12) şi în acest mod forma normală Jor- 
dan a operatorului liniar A sate complet “pisaiaația 


Observaţie. Forma normală Jordan a operatorului liniar e unio 
definită de operatorul liniar, fapt ce rezulţă ţinină cont de afirmația 
oă mâtrioele unui operator liniar în baze diferite sînt similare, iar 
pentru două matrice similare factorii invarianţi doinoiă, 


(da. sasea Fase aa 


uz2, 


breoizin că doi opuraturi liniari A,BEX(Y) se numesc gohivalenti dacă 
au ucensşi matrice în două ba'e, distinote sau nu, E evident atunci că 
"a un :paviu complex finit dimurn'onal doi operatori liniari sînt echi- 
valenți dacă şi numai dacă au ucrieaşi formă normală Jordan, 

Ma beervăn că, din e: njjitde (15) rezultă faptul că factorii 
invuri aşi CAD aer esp (A ) ui unui operator liniar aînt în relaţii- 
le “lo divizibilitate: * 


(20) E CAD Ez(A), Bag A) eee Eaoa04) | 2aGA) 


Desigur, dată fiind matricea operatorului liniar A într-o bază oarecare, 
ei se pot calcula direct cu ajutorul polinoamelor D(A), 1sksa, 
Procednul folosit în mod uzual pentru calculul factorilor invarianţi e 
bazat pe studiul A -matricelor (a mavricelor avînd oa elemente poli- 
mogue într-o nedeterminat, A ) gi este denorie în | 8 ] . Se arată 
că ouice A. —natrice poate fi trarsformată printr-un gir de transformări 
eleu ; tare (permutări de linii sau coloane, adunarea la o linie sau 
coloană a alţeiu amplificate cu un polinom oarecare în nedeterminata A 
şi înmulţirea unei linii sau coloane cu ua scalar nenul) într-o matrice 
de tipul: / 


P Y 
/ PCA) o Des eo es 
o Po(A)  Oeeesek.Q 
l [) o 0. Pp(A) A 
/ 


unde polinoamele de pe diagonală au coeficientul termenului de grad maxin 


1 și satinfac relațiile: PJ(A)| 24), Pg CAD PCA) ae e Pag Gea) 


Această formă canonică a unei A -matrice ae numeşte forma diagonală nor 
mală asa. 
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Acum, dacă este matricea unui operator liniar AeZY) 1n- 
tr=o bază oarecare, se construieşte A -matrtoeact 2 » care se adu . 
ce la forma diagonală normală. Din condiţiile de divizibilitate nai sus 
preoizate, rezultă că pentru această matrice polinoanele DA), 1<pqa 
sînt respectivi, D(A) = PJ(A), Da(A) = PJCA) Po(A), Da(A) = 


= PCA) Pa(A) P3(A)useee Dal 2) n PA) Pa(A)eesPa(4) aattel că 


faotorii invarianţi ai lui A vor fit (A) - Pa(A), BA) z Pa(ADase 
eee Bpag CA) n Pp(A)e 

Observaţie. Dacă operatorul liniar A se reduce la forma diago= 
nală (într-o bază formată din veotori proprii) atunoi forma normală 
dordan coincide cu forma diagonală canonică, Ia acest cas toţi faotorii 
imvarianţi au rădăoini simple, Reciproc, dacă toţi factorii invarianţi 
ai unui operator liniar au numai rădăcini simple, atunoi matricea Jordan 
I(4) are numai celule de dimeneiune 1 şi prin urmare este diagonală. 


-Daoă cunoaștena forma normală Jordan a unui operator. liniar 4 
puten determina polinonul său anulator minimal, De exemplu, dacă opera- 
torul liniar B are într-o bază (o1p sep | matrioea 


[tă 
0 o 
0 » 


d p i 
atunoi Be, =0, Be, 20p ee ese) - Lt jde unde rezultă că Bx =0 


pentru orice x = pa Ta acest mod, un polinon anulator pentru 

operatorul B are forna IP, Polinonul anulator mininal, ca divizor al 
1 ; 

lui IP trebuie să aibă forma 1%, cu mp. Oum sep = ej 4 0, consta- 


tăm oă XP este chiar polinomul anulate» mininal. E 
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Dacă presupunen acun că operatorul liniar A are într-o bază 
ear .. ..*) matricea 


Ag 1 O0casses0 , 


o A Leea ses 


..nnneenevenneeneee 


0 0 O Oemesceide 


atunoi A = B +AJI şi rezultă că (A-A,I)P m BP = 0, astfel că pentr A 
un polinon anulator este (a)? gi el este mininal, confera celor ară- 


tate mat sus. In bara pese) avon: 


1% . A 
Aez .. +A“ 


(22) . 


Aep = 9p-a *Ao0%p 


deo e, este vector propriu pentru valoarea proprie A p dar pese 
P - 

satintao relaţiile una » e, 2s<.j<p, adică sînt vectori aa0- 

oiaţi de ordinele 2,5,...,p-l vectorului propriu e. 


Bă considerăm acu că operatorul liniar A admite matricea: 
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înțr-o bază fojsnecseg], unde py ZP27 +: 2Pa sînt dimensiunile celule- 
E 


lor sale diagonale (q= 2 Pe Be verifică imediat faptul că produsul 
= = 


a două matrice cvasidiazonale se efectuează pe blocuri, conduoînt tot la 
o matrice cvasidiagonală. Notînă celulele natricei LX cu Al, 


aven deci, pentru orice ke: 
ii 
: O 
ei 
Oa 


Acum, dacă PEO[I], Po» a, + ayIroevtajE” pi P(A) = aprajâtentapi” este 


RE 


operatorul liniar asociat prin morfisnul (2, + 0[I] —1(1), matricea 
acestui operator în baza fixată din Y va fi a + ap hate, şi o 
vom nota ou p(4). E clar atunci că: 


Pa) O 


AA) k 


Ed Pl) 


Pentru ca P să fie un polinom anulator pentru A va trebui că pentru 
orice s, 1$s<r să avea P(4,) = 0, Această proprietate o are polino- 
mul (aa), EI va £i ohiar polinomul anulator minimal, 


In cazul general, cînd operatorul liniar are forma normală 
Jordan (10), eu dimensiunile calculelor date de tabloul (12), atunoi 
polinonul anulator minimal este: 
ă (3) 
(e) TIT a-ap 
1 


Gradul său eate neuen) » adică suna dimensiunilor celulelor 
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Jordan maximale corespunsînd fiecărei rădăcini a polinonului caraoteris- 
tio şi evident, el nu depăşeşte dimensiunea n a spațiului vectorial, 


Observaţie. Polinomul caracteristic det (4-4) a1 opera= 
torului liniar A conţine polinomul anulator minimal ca un divizor şi, 
de aceea, 61 va fi tot un polinon anulator, Această proprietate cate 
cunoscută sub denunirea de teorema Hamilton-Cayley, In general, polino- 
nul caracteristic nu coincide cu polinomul anulator minimal al operato- 
rului liniar 4, Dacă ele aoinoid, înseamnă că fiecare rădăcină a ecua- 
Viei caracteristice este folosită într-o singură celulă Jordan, de di- 
mengiune egală ou multiplioitatea rădăcinii: 


Exeuple. 1) Să presupunea că forma noraală Jordan a operatoru- 
lut liniar A 1 010019 este: 


i O 


aa) 


deoi are două celule corespunzină rădăcinii Ag n 1 de dinenalune aţi) -.3, 
a = 2 pi trei celule corespunzină rădăcinii A 2 = 3, de dimensiuni 
af) . 2, A sa, =92) = 1. Ou notaţiiie de mai cus avem deci ej = 2, 


*2 -3, Li în Ya = q = 5. Ne propunea să punen în evidenţă polinoamele 


DA), 16 p 410 pi factorii imvarianţi ai lui A. Aga cun an văzut, 
matricea cu ajutorul căreia calculăn polinoanele > cate: 
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Q-4) o 0. “0 o 
O; = (mA)? 0 o o 
Du de 0. aj. e o 
Ia) = i 
o 0 __0 (3-4) o 
o [:] o 0 (3-A) 


sar DACA) e (AAA, DACA) = (a-2)203-4)2 Dp0A) = 3-a 
Dp(A) = DACA) = Le astfel înott obținea din relaţiile: D.(A) = 
a Dag) (A) următoarele polinoame: D,o(.A) = (3495 3-4)? . 
Dg(A) n (an A)â(3- 407 Da(A) = 3-A și pentra ortoe p, 1<p€7, 
»p(A) = 1, Paotorii invarianţi corespunzători vor fii Eg(A) - 

n (nada, (A) = UnA2G-a)2, mia) n 3-a și 
BCA) meesa B(A) = 1 


2) Pentru operatorul liniar A î 0202 care într-o bază oare 
care (de exemplu în cea canonici) are matricea! 


Aa a 


-2 


von pune în evidenţă forma normală Jordan. Construim A - matricea 


- 1 o 
Aaa | A ma o 
-2 1 2-A 


pe oare o aâucen la forma diagonală normală. 0un există o constantă ne- 
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nulă, de exemplu 1 pe poziția (1,2) se aduce întîi aceasta pe prina po- 
aiție din A -matrioe printr-o inversiune a coloanelor 1 și 2 (In cas 
"contrar, prin folosirea teoremei împărţirii cu rest a polinoanelor şi 
prin transformări elementare se oaută să se pună pe prima poziţie ua po- 
linon care să diviăă toate olementele in A matrice), Prin transfornări 
elementare: înmulțirea primei coloane ou A și adunarea la cca de a doua, 
apoi adunarea la linia a doua a primea înmulțită ou A —4 gi scăderea 
primei linii dintr-a treia, se ajunge la matricea: 


1 [+] [+] 
0 =(A-2)2 o 
0 A-2 2-A 


Se continuă apoi girul de operații astfel încît matricea de ordinul doi 
din interior să devină diagonală. Se aduce întti pe poziţia (2,2) ele- 
menţul A -2 . (ou acesta se divid toate elementele natricei): 


JL Toi 45; 
O 4-2 2-A 
9 „(A sa) 0 


Apoi, la linia a treia se adună a doua înnulţită ou A —2 şi, în final, 
la coloana a treia se adună a doua. Yorma diagonală normală obținuţă 
va fii | A 


: ii! [2] 
O A [+] 
. 


o o (4-22 


deci, factorii invrarianţi ai operatorului liniar A vor fit (A) - (2=2)2 
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şi SA) = (2-4), astfel încît JI(4) va avea un bloo de ordinul doi şi 
unul de orâimul unu, ce cor:c,ună aceleiaşi rădăcini A g = 2+ Deci, 


CL ul 
I(4) = o 2 90 
0 0 2 


Pentru a pune în evidenţă o bază i VyY2:Y3] în oare matricea 
lui A să aibă forma normală Jordan, observăm că trebuie să satisfacă 
condiții de tipul: 


A” Li 2w 
Ava = VA + 2Va 


Aa 35% 


Deci, ” şi v3 sînt vectori proprii corespunzători valorii proprii A =2 
iar v este un veotor ascoiat de ordinul 1, Sistemul liniar omogen dia 
care obţine veotorii proprii este: 


x +ya0 
x + 27 =0 
„2x +y=0 


iar soluția sa generală este x», = 24, s=pe mud,ped.. 
Un veoter asooiat de ordinul 1 se poate obţine resolvină siatenul de 
acneaşi metrice, dd =2.7 dare oare nu mai este omogen. Termenii săi 11- 
bori vor £i rospeotiv £, 21 şi 4 L] 


-2x + ya 
x + 27 n 24 
x g=f p 
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Oonâiţia da compatibilitate a sistemului conduce la C=/ e deci 

oa veotor propriu v, pentru dare va va fi asootat puten alege: 

YA = (1,2,1). Rezolvină acun sistenul obţinem x = t, 3 = 1+2t, sau, 
ou t,u 80, Alegină de exemplu t = un = 0 obținea vo = (0,1,0), Veotoruil 
propriu va = (26, A) 51 alegen astfel încît aiatenul ( vaY2Y3] 
să fie liniar independent, deoi 


E st dai îi 
o 10| 40 
La p 


Condiţia ce se impune este < 4 4 şi astfel, de exemplu, vgm(040,1)+ 


95. Yalori proprii si aubepatii proorii pentru operatorii 
autoad junoţi 


In acest paragrat vom arăta că operatorii autoadjunoţi au pro- 
prietăţi romaroabile în coca ce priveşte valorile proprii şi veotorii 
proprii asooiaţi lor, Matricea unui astfel de operator poate £i întotdea- 
una diagonalizată într-o bază ortonormată formată din veotori proprii. 

Propoziția 13, 'Rădăoinile oaraoteristice ale unui operator 
autoadjunot sînt reale, 

Demonstraţie, Să presupunea ; pentru început că Y este spa- 
iu unitar iar A e 0 o rădăoină caracteristică, deot valoare proprie 
pentru operatorul autoadjunot A :: Y —=V, Pie x un veotor propriu 
asociat ai Atunoi: 


<âx, > six > =A <xr> 


şi respectiv: 4 A 


<x Ax > = Cxax> să Cxr> 


+1 


oua, câzz> a Căiz> » astfel ou (4-Î) <xz>=0 
pi ou x 4 0, rosultă A = Î: şideoi Ac. 

Vie acun Y spațiu euclidian iar prin absurd precupunen că ax 
oxinta An ip 80, pH 0 rădăcină caracteristică a operatoru- 
lui auteadjunot A i T—=Y. Aa vizat în $> că exintă atunoi în Y un 
subapațiu invariant pontru A de dinensiunea doi gi o bază a sa | PAL] ] 

. 
aattel ca: 
Mady op 
As n AI +5 


Aven în acest caz: 


CAza> sI Aso > sl <I> = ps> 


şi 
<Imâs> n CI PI eks> pr > + <I> 


kae A fiind operator autoadjunot,  CAz,a> = <y,is> astfel căi 
= 
Ar > + ay )=0 


ceea ce e imposibil, fateuott 4 O pi <7s7> t<ua>> 0. 
Resultă deci că Asa. 


Proposiţia 14. Veotorii proprii ai unui operator autoadjunat 
la valori atinote n; te . i 


- Dememstratie, Pie Y un spaţiu oujpodua scalar real saa' oaplez, 
A 1 Y—Y un operator autoadjunot iar Apâaea, Ag A Ag valori 
proprii ale lui A, Pie x) și xp EV veotori proprii asooiați lor; deot 


Ax] n Aa, i Arp = Aga. Avea: Ă E. 
ap <xyrta>a Caz rzz> - <axrzz> - Cap > n 
n Cpaaa>e da Capa, | 
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de unde obţinen: 


(Ag sâz) Cxrăz> =0 


gi cun A 4 Aa rezultă < Xyrăz> .0, 


Propoziția 15, Pie A : Y ——Y un operator autoadjunot, iar 


SSY un aubspaţiu invariant în raport ou A, Atunoi, complementul său 
ortogonal, si Ss Y este tot subspaţiu invariant în raport ou A. 

Demonstraţie, Pie x est, deci <x,y> = 0 pentru orice 
ye8. Atunci, pentru orice 368 avea: 


<a 7 > n <xA > 0 


oăoi Aye8 iar x68. In conoluzie, Ax ESL şi 3 e aubapaţiu in- 
variant în raport ou A. 


Propoziția 16, Multiplioiţatea geometrică a unei valori proprii 


arecari a unui operator autoadjunat coincide ou mulţiplioitatea sa al- 
gebrică, 


Demonstraţie, Pie A: V ——V un operator autoadjunot, Aot?. 
valoare proprie a sa, Pa ultiplioitatea geometrică iar a, multipli- 


oitatea algebrică a valorii proprii A Pie 83, subspațiul propriu 
asociat acestei valori proprii iar Îejvoesese ) o bază orțonormată. or- 


să 4 ... 
e sapa da lui V (din Y = n) aleasă astfel îaott BA a Bp(e.» 1%.) 


E = Bop, patee00,) Contoru propoziției 15, 8, e un awb- 


spaţiu invariant pentru A, iar matricea operatorului în baza aleasă va 
tu A, 


Atunoi 8 
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unăe „2 este matricea operatorului liniar Aj gas A. Polinomul carao- 


A 
teristio al lui A va fi: 


Ra, .s4a 
PÂ(A) = (ag) e Paopa (A 


3 A 
Dacă am presupune că PA, < Da sar rezulta că za (4 ă = 0 iar 


Că 
Ao ar fi o valoare proprie pentru 4 Dacă Va ar £îi un veator propriu 


pentru A, asociat valorii proprii A pg» atunoi 1oS8, + Dar Y9 e totoda- 


tă veator propriu pentru A ascoiat valorii proprii do astfel că 
1 
Yo653, „ Cun 5, Și = 40] , ipoteza 92, “Ra, Gondace 1a o contra 


dioţie, Rezultţă că LE > 1, Conform propoziției 5 $2 însă Pa, Ra, 
asttel oă rezultă egalitatea din enunț. 


Observaţie, Propoziția 16 e adevărată pentru orice operator 
liniar pentru oare complemențul ortogonal al oricărui subspaţiu propriu 
este un subspaţiu invariant, 


Definiție. Un operator liniar pe un spaţiu ou produs scalar 
real sau complex se numeşte ortogonal diaganalisabil dacă există o bază 
ortonormată a lui V în care matricea lui A este diagonală (baza fiind 
formată din veotori proprii), 


Obţinen acum următoarea: 


Teorema 17 . Orice operator autoadjunot pe un spaţiu ou produs 
scalar este ortogonal diagonalizabil. A 

Demonstraţie. Din propoziția 16 și propozițitleâişi 7 82 rezul- 
tă că orice operator autoadjunot este diagonalizabil. Alegtnă în fiecare 
subspațiu propriu o bază ortonormată, obținen conform propoziției 14 e 
bază ortonormată a lui Y în care matricea lui A e diagonală, pe diagona- * 
lă aflîndu-ae valorile proprii, 


4% 


Această teoremă ne dă posibilitatea să punen în evidenţă un 
mou procedeu de reducere la forma canonică a unei forme pătratioe în- 
tr-un spațiu ou produa scalar real sau complex, Avantajul conată în 
acesa că baza formei canonice va fi o bază ortonormată, Mai preois, 


avea: 


Teorema 18, Pie V un spaţiu cu produa scalar real (complex) 


iar 1Y _ —_R o formă pătratică (formă pătratioă hermitică), Bris- 


tă, în Y o bază ortonormată în oare (/ să fie redusă la forma canoni- 
să. = 
Demonatraţie, Pio £ forma polară a formei pătratioe /, In 

baza corolarului13 $5 şi a propoziției]$ 67 oap.II, există un unio 
operator autoadjunot A : Y e gi astfel ca f(x,y) = CAx,y > pentru 
orice x,y EV. Conform teoremei 17 există o bază ortonormată (opseeenea] 
a lui Y formată din vootori proprii pentru A în care matricea operatoru- 
lui liniar e diagonală, pe diagonală aflîndu-se valorile proprii reale 

Amen a (mu neapărat distinote). Pentra orice 1<i<n aven deci 
A, mAse4. Atunci, pentru orice st, x = Zihes aven în cazul spa- 


viului suolidian 


ş n a 
(a) = £(x,x) e <axx> = <aEhep, Za te> £ 
5 n n n Z 
. (ae), . Age, e. . 
(2, Fa aes Îi j > 1% ra 


n_ 4 n 
. d dati Fg <ope> air : 


il j=l 


iar în cazul spațiului unitar: 
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a a n 

2 

(a) = Și As Fa Fa Cow) = Îi, IF] 
il ji gi i=1 

0oefiocienţii Agnes Aa din forma canonică constatăn că atnt ohiar ga 

lorile proprii ale operatorului autoadjunot asociat formei pătrațioce, 


Aplicaţie, Bă se reducă la forma canonică într-o bază srtonor= 
mată forma pătratică (fi B—8, P(x) =2 Ya Fa = 2F F3 + 2FaF 


unde + Ya» F3 sint coordonatele lui x n baza canonică. 


Matricea formei pătratice în baza canonică a spațiului euoli- 
dian [i este: 


o 3 
fa ie pia 
E TE AP 


Basa fiind ortonormată, aceeași matrice o are gi operatorul autoadjunot 
A asociat lui (P, Valorile proprii ale Lut A stat: A mg = 1 A . «2 


Bubapaţiul propriu corespunzător valorii proprii 1 e dat de soluţiile 
sistemului: 


Pa + fa -fy=o 
Li -Ya + 3=0 
- Fu +a -F3ao 


ou o singură ecuaţie principală, Pie Fe =, F> As Atunoi Ț, == 
şi subspaţiul propriu este: 


8, fre? |ax = x] (x = CEA dă | open] 


436 


O bază a sa ar fi constituită din vectorii v, = (2,10), Vas (-1,0,1)+ 


Această bază nefiind ortonormată, se aplică întti procedeul Gram- 
Sohuiât de ortogonalizare: . 


Va a (2e140) 


Va = (—14041) + A(Lu10) = (1 + pa fs) 


0 n Crysta> n ol pe i deo 4 3 și wa -3 N 1) ar 
apoi se normează veotorii, Se obține astfel basa ortonormată | u+uz | 
în 8, 4 = Că A 0), up = (= de Ap 2. Subspaţiul propri 
Ba asociat valorii proprii -2 e daț de soluţiile sintemului: 

2Ş, + Fa -F3no0 

i Zi +2f + Y3 .0 

-"1 + Fe +2, .0 

ou două ccuații principale, Obţinen: 


Ba = (xcR?| ax = axa (xn (AA Au ) Ip eaj 


o bază(nornată) a acestui subapaţiu fiind uz = ( % - % ad . 


Veatorii îs Upsu3 | formează o bază ortonormată a lut 2, în care ma- 


trioea operatorului autoadjunot A este! 


1 o 2) 
2) 1 o 
o L»] — 


iar forma pătratică e redusă la forma canonică: 


p +37 
a) = Ți e1â- 293 
unde x = Zi LI 


Observăa că sohimbarea de bază efeotuată e dată prin rela- 


viile: 
AP Obi alo PRE dei 
he 
> 


(unde 107192+03 Jora baza canonică în 8%, matricea schimbării de bază 


fiind o matrice ortogonală. De accea, procedeul de reducere la forma ca- 
monică a unei forme pătratice pus în evidenţă mai sus se numeşte reduce- 


„zoa la forma canonică printr-o transforaare ortogonali de bază, 
. Yalo; oprii s oprii pentru 
ra „unit . 


In aceat paragraf von arăta că orice opătator unitar e diagona- 
liaabil într-o bază ortonormată formată din vectori proprii. Rezultatul 


va fi folosit pentru a pune în evidență forma canonică a unui operator 
ortogonale 


Pentru început, fie Y un spațiu luni tar. 
Pr 19. Y le 4 ale oricărui rator unitar. 
Un Y —= Y sint de nodul ]+ 


Demonstraţie. Pie A € 0 e valoare proprie pentru U iar 
z€Y un vector propriu ascoiat ei. Cum U este unitar, avea: 
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Caz > = Uz > a Caxar> a AÂ <xz> 


Rezultă (- A7) Caz > =0 şi cun z40, Ad = [Aj2 a 1, deci 


ala ae 
Observăn oă dacă A e complexă, e forma A = ei? 407 
iar dacă e reală, As, 


Propegiţia 20. Dacă U 1 V —= V este un operator înitar iar 
ZEY e un veotor propriu al său asociat valorii proprii A. , atunoi x 
e vector propriu şi pentru asociat valorii proprii As 

Demonstraţie. Pie pentru început A € 0 un scalar oarecare 
iar 1: V——V operatorul identic, Afirmăn că operatorul liniar 


U = AI cate normal, adică sațisface relaţia: 
(UA) (U AD = (0 AT) (UAI) 


Imtr-adevăr, din proprietăţile aăjunotului, (U-AI)Y m U% ÎI şi oua 
VUK = UNU = 1, avea: i 


(U <A) (UE D= VU = Au du + AXI 


şi si 
(0% -AD(U <A) e DU - du Avi AXI 


Atunoi, 


CU = AD, (O -ADr>e < (U ADU = a1)x, x >= 
| : 
= CU ADU ADY xz a CU 2 ADE x, (U ADY > 


și (U —A)r = 0 dnoă şi numai dacă (UE -J1)e = (V - AT)iz 2.0, cea 


ce încheie demonstraţia. 
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Propoziția 21, Pentru un operator unitar, vectorii proprii 
corespunzători la valori proprii distinote sînt ortogonali+ 
„Demonstraţie. Pie A, 4 Ag valori proprii ale unui operator 
unitar UiV——V iar x şi xp veotori proprii asociaţi lor, Atunoi 
CU za > a Ag Cxunăz> 9i cun Uza = axa, Vi, = ata, astfel că 
avea şi CxysUizp> = Cxyr a X2>n AaCăysă2>e Dar cun 
CUxsă2> n <tr>, rezultă Aj Cxyrăp> = A2Cxyrtp> gi cun 
AA Aa CX > = o Pa 
Propoziția 22, Dacă SAY cate un subapațiu propriu al unui 
operator unitar U î Y ——Y, atunoi complenențul său ortogonal, 
Er sg Y este subspațiu invariant în raport ou Ue 


„Demonstraţie, Vie ze s ș atunoi Cx,7 >= 0 pentru orice 
y€e 8,0 e veotor propriu pentru U asociat valorii proprii A), 


4 
Observăna că rezultatele obţinute pînă în prezent pentru 0pa- 
ratorii unitari sînt aceleași oa şi cele pentru operatorii autosâjunoți, 
(me refenin la propoziţiile 21 şi 22, analoage propoziţiilor 14 gi 15 
din 85). Acest fapt pornite ormularea unei teoreme analoare teoremei 
17 din $5, 


Teoreaa 25, Pentru orioe operator unitar U i: Y —=—Y există 


n bază ortonormaţă a spaţiului unitar Y în caro mntriooa sa să fie 
Atngonală: : 


Atunoi, CUz,y > = Ca Vy >= Caiy> a A <a 7 > =0 şixest 
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Demonstrația teoremei se faoe absolut la fel ca şi a celei 


anuloaze de la operatorii autoadjunoţi, 


87, rat 0, 


Rezultatele obţinute în $3 gi 86 ne permit să întreprinden 
un studiu asupra struoturii operatorilor ortogonali, Pie deoi V un 
spaţiu euolidian n-dimensional şi U: Y —=—V un operator ortogonal. 
mio VO = x + ir | EV] oomplexifioatul spațiului auoliătan V. 


Pe y0 definim un produs scalar astfel: Dacă 2=x+ 17 € ve şi 


= inert atunci: 


<> SE [eoa> e croro]i [eo <a] 


Se verifică imediat că aplicaţia (pap) me <3,m > cate soaquiliniară 


hornitică, cu forma pătratică asociată pozitiv definită, deoi poate 
constitui un produs Boalar pe y?, Pie 0 L) yo —n oomplezifioatul 
operatorului ortogonal U, Avea: 


CUT a > e Cei Do, Dart > 
= [ue ve> + <ox, > ]- i [<ae, ur>= ca, >] 


. [ Sr > + <I> ] = [Cauza> -<x7> ] =<sm> 
Li [i 
gi deot U% este un operator unițar, Conform teoremei 23 66 există e 
bază ortonormată a lui ve în oare ud e diazonalisabil ; 


Polosin acum teorema 10 $3 ou privire la straotura operatori- 
lor liniari pe spații vectoriale reale pentru care operatorul complezi- 
fioat e diagonalizabil, Conform acestei teorene, există o bază a lui Y 


plemu 4 


în care matriooa operatoru' ui ortogonal U e o sună direoţă de matrice 
de ordinul 1 de forma A ( A valoare proprie pentru U) gi de matrice 
_ de ordinul doi de forna - 


-B [9 


unde A. moi f e rădăcină caracteristică pentru U, deoi valoare 
proprie pentru V0. Conform propesiției 19, 86, |ă|a1 şi deoi, dacă 
AER atunci A = £ 1 dar dacă A EC, atunoi A = si? - oo $ + 


+ 1 sin 0 , cu 040,7, -7c<0s7,. Intruott matricele 


1 0 A 0 
gi 
(N: 0 


se pot sorie sub forna 


vos 6 sia? 
(a) 
-aia 6 0088 oua 0,7 


puten afirma că pentru operatorul ortogonal U pe spaţiul suolidian 
m-dimennional Y exință o bază în oare matricea sa este pentru n = 2ml 
"o gumă direotă. de m matrice (1) ou-P<9 s 7 şi o matrice de ordinul 
1 (& 1), dar pentru n = 2a e o sună direotă de m matrice de tipul (1) 
sau de n-l matrice de tipul (1) gi o matrice de ordinul doi de forma 


| 1 o 
(2) . 
o - i 


(da. sa/see Fase.23 


4 


ua 


Aven mai precis următoarea: 


Teorema 24. Pentru orice operator ortogonal U.a) unui spaţiu 


molidian Y n-dimenstonal există o bază ortonormată în care matricea 
ui U_să se serie: 


a) pentru n = 2m+1 sub forma: 


tisa az f 


"1 0086, sia, 
-sta€, 0088, 

A A vi 1aos 62 "sina! 

(3) tasinvz 00802 ! 


ba .F--._“ 


1 08.64 siae,j 
! =ata 6 F sea 0 


j2aia Pe atea d 


b) pentru n = za sub una din formele: 


! ooa 0, sia LN 
|-stn 0, sea! 


sos 92 sin LI 


4 !-sia 02 ces $2, 
ea, sad 
zana ema! 
Bau e A 
A ces 6, min, | ! 
|rata LE cos, | | 
i: Tamd ei 
(5) 


L-ata a-l 9000. 
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(abstracţie Lista de numerotarea vectorilor bazei). 


Daiua cinci Von repeta procedeul desoris în $3 de construire 
a unei baze a lui V pornind de la o bază a lui vt în oare maţricea ope- 
ratorului complexifioat e diagonală, Vom urmări în plus oa pornind de la 
o bază ortonormată în ve să obţinem tot o bază ortonornată în V, Pie 
deci B= i 99009 o bază ortonornată în YO oonatituită din veotori 
proprii ai operatorului unitar VO sar &, 16% A arbitrar, Aven două 


posibilităţi: 
ş 19, 
1) Dacă 9, e asooiat valorii proprii Ape a lut Lu iar 


6 = 0,7 „-atunoi AER (A, = £ 1) pi e valoare proprie şi pentru U. 


Veotorul propriu e, din baza E se poate alege atunoi ohiar veator din Y, 
18 
2) Dacă A = k e valoare proprie a lui y? corespunzătoa- 


re veotorului o, din basa E şi 0<0,< 7, atunci gi ÎL = Au = 


-L9 
=. k e valoare proprie pentru vf, vectorul propriu din baza E as0- 


oiat oi fiind oj,y = E. Acestei perechi de veotori proprii din baza E 


1 se asooiază o pereoho de veotori în baza spațiului veotorial V (după 
procedeul desoria în $3) şi anume: 


Ă o.+e ..+ă 
tu Eztl-e re = MU 9 
e.-e e. - 5, 
pe gt n gt De 


(notaţiile fiind cele din $3), 


4 
In acest mod se construieşte o bază A - (vaneeea] a spa= 


țiului veotorial Y în oare operatorul ortogonal U are matricea do una 
din formele desorise 'mai sus: (3), (4) sau (5). Veotorii bazei B sînt 
legaţi de vectorii bazei E din yo pria relațiile: 


4 > 


10, 
. dacă dz 5 00,7 
..+e A 19 o<o,<F 
dacă = e , k 
(6) va = terra ? 
e,:. -e 18 Ș 
i dacă A = e k, -7<0, <o 
respectiv 10, 
vi + dacă A = . 1020 FP 
10, es 
(Dea Ve + i dmcă Aso „0<9,si 


Ve = Vu dacă Ay=e k ; = P<0,<o 


Be verifică imediat faptul că vectorii bazei B siat doi cîte doi ortogo- 
mali, în ipotesa că E este basă ortonoraată, In plus, cum: 


2 = Cere) Cpt 1 Var Vi? 1 Va * [rm >" 
Criar VD]- [<i> = Cre Ve] 


şi 


0 = Cepezea > 2 Cre? £ Vima Vk * £ Visa D= [Cer Ve 
= Ceea Va] [e Wee > = Ce Vie] 
rezultă pentru orioe k ou 0 < 0, < (gi analog pentru -/< 0, <0)i 
(e) Cre Ca $ 


Pentru a norma vectorii Y ai bazei B pentru care e, 4 0,7 1gksn, 


si se vor înmulţi ou soalarul Va „ Prin această operaţie, matricea opa- 
ratorului rămîne moschimbaţă. 
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CAPITOLUL II 


Spaţii afine si spaţii punotual euolidiene 


Noţiunea de spaţiu afin e» o noţiune de bază a geometriei, In 
acest capitol von studia spaţiile afine, subspaţiile afine zi aplicaţii- 
le afine, 0 atenţie sparte von acorda spațiilor punctual euclidiene, spa 
Ți4 în care von studia în continuare hiperouaâricele pi oîteva elemente 
de geometrie diferenţială, 


31. Spatii afines definiţii, exemple, proprietăți 


Definiţie. Fie Y un spaţiu veotorial peste un corp comutatir 
%, Le mulțime novidă şi ua —vY o aplicaţie ce asociază 
fiecărei perechi de elemente (4,8) Lă vectorul P (A,B) notat AB 
astfel încît: 

De ae b  ,î5+ 50 m î0 

2). 3 06 26 mattel ca mpltoaţia PT. prta qu(4) = DA 
să fie o bijeaţie, 

Aplicația 1 ou aceste proprietăţi se numeşte struoiură afină, 
Mulţinea [4 dotată cu atruotură afină se numeşte spaţiu afin. Elenen= 
tele sale se numesc puncte, Spaţiul vectorial Y se numește spaţiul di- 
peotor al spaţiului afin LX . i 

Yom spune că spaţiul afin E cate finit sau infiniţ dimensio- 
bal dacă spaţiul său direotor V este astfel. Dimensiunea Bpațiului 
afin 4 este prin definiție dimensiunea spațiului său dirsotor, 

” Exemplu, Orice spaţiu vectorial V/K eate un spaţiu afin. Intr- 
adevăr, aplicaţia Pa Yi —vY, (xy) = y=x pențru orice x,yeY 
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satisface proprietăţile 1) și 2) din definiţia structurii afine iar Y 
"devine astfel ua spaţiu afia. Astfel, 82/R poate fi privit ca spaţiu 
afin, avind spaţiul director tot R2. Pe de altă parte, 628 pinV? 
(ou notaţiile din cap.I1 $1) astfel că spaţiul director al spaţiului 
afin E? poate £i considerat şi 7.87 sau V7, Precizia că 2, privit ca 
spațiu afin, se notează de obicei 5, 

Dacă £ este un spaţiu afin iar 0 un punct fixat al său, aul- 
ținea vectorilor (o |ued] este un apaţiu veotorial izonorf cu spa- 
Viul director al lui 4 „ Acest spaţiu vectorial se notează LĂT. şi se 
numeşte spaţiul tangent în O la 4 . 

Din definiţia spaţiului afin rezultă imediat proprietăţile: 


î) Oa) sia 0eY O 4 
») î5 = -Si * ase 


Propoziția 1. Dacă 4 este un spaţiu afin de opaţiu director 


Y, atunoi pentru orice xeY şi Ac E. există un unic punot Be £ 
astfel ca x = Î5. 


Demonstraţie. Din oonăiţia 2) a definiţiei există B unio astfel 
ca Ci + x = 05, Atunoi x = 05 = Di = 05 + 10 şi din prima condiţie, 
x = 5 

Conseocinţă. Oricare ar fi ic P-4 » aplicaţia CP, ab —v 
definită prin (P,(B) = Î5 este o bigeoţie, 


Definiţie, Un sistem $ PosPaoee+s?a ] de punote dintr-un spa- 
ţiu A ae numeşte afin independent (afin dependent) dacă și numai dacă 
sistemul de vectori asociat lui PE. Sica este liniar independent 
(liniar dependent) în spaţiul director al lui £. 


Propoziția 2. Independenţa afină (dependenţa afină) a unui sis- 
ten de punote dintr-un spaţiu afin nu depinde de alegerea vreunui punct 
din sisten ca prin punct, 
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Denonstraţie, Pie ( PosYjv:++sPp | un Bisten de puncte ăia 


spațiul afin Pf ar pentru un k arbitrar (1€k<n) P, ales ca prin 


punct, Avent 
w PE = Pot + PE, Fi 9p0,k 
Pie rare la soalari asttei cat . 


(0) ce ta Pere Cetea *Cuma Fa * ee 
+a Pa = 0 
Polosind relaţiile (1) obținea: 
(3) 0= d oa + PE + 72) test fade RR) 
n Ca PaPatreetna PoBuea * (Cot fateestd a) Pole + 


Ci Fiul test da Pfa 


de unde renultă că piotenele de vectori (PP, ] caca 71(753] issa 
stat deodată liniar independente (liniar dependente), 


Observatie. Intr-un spaţiu afin n-dimensional existi sistene 
cu cel mult n+1 punote afin independente, 
“Brenolu, Ia spaţiul afin real tridimeneional 06? două puncte 
4,5 sint afin dependente dacă şi numai dabă Î5 = 0, deci = B iar trei 
„6 A,B,0 sînt afin dependente dacă și numai dacă există ACB ast- 
fel ca AB = A ÎG. 0u alte cuvinte, punotele sint colineare, Analog, patru 
puncte, A,B,0,D vor £i afin dependente dacă și numai dacă există 
A Me astfel ca Î5 <A î0 + „5, deoi punctele sînt coplana- 
re. . 
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$2. Repere afine 


In ocle ce ursează, 4 va fi un spațiu afin p=dimenstonal 
avînd spaţiul director V. 

Defini ţi „ Be numeşte reper afin în L£ un punot 0 împreună 
cu o bază (opera ] a spațiului vectorial director, 

Motaţia folosită pentru reper va fi 28, (0,0 ee+s0p)+ 0 se nu- 
mește originea reperului iar |egreeeesea | vectorii rxeperului. 

Dacă Pe £ e un punct arbitrar, atunoi vectorul 05 se numeşte 


vectorul de poziţie al punctului P în reperul considerat, In baza alea- 
să pentru Y aveni 


(a) Si e, 


Bcalarii h Sau Ya, se numesc coordonatele afine ale lui P în reperul 
“dati Ele sint unic determinate într-un reper fixat, Aplicația bijectivă 
d —— E ce asociază fiecărui punct PE Sf oocordonatele sale într-un 
reper se numeşte sistem de coordonate afine definit de reperul dat, Pen- 
tru a pune în evidenţă coordonatele afine ae punctulu, P von folosi de 
obicei notația P( Fe î..ș F* 


Observaţie. In particular, dacă L PI i pentru unul gi ace- 
lași pe” von folosi notația p = (Faneeso Fa) dadă pe a" considerăn 
structura de spaţiu veotorial (baza fiind cea canonică) respectiv 
P(F ses» Ea) dacă structura ce o aven în vedere este de spaţiu afin. 
(De obicei de face convenţia ca punotele unui spaţiu afin să se noteze 
ou majuscule), 

Proporiţia 3. A da un reper afin într-un spaţiu af - 
gional e echivalenţ cu a da n+l punote afin independente, 

Demonstraţie. Dacă A 00,0 v---507) este un reper afin, pentru 
orice .. 1£ 1 n există un unte punot pe £ astfel ca cY, . o. 
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Atunci, ȚOsPpneeeoPa | este un Bistem de n+] punote afin independente, 


Reoiproa, dacă Î PosPe 009 Pa j e un sistem afin indepenăent, 
fiztnd punctul P, de exemplu și considertnă vectorii PP, = ee Lsi<a, 


avem un reper Ra (Popoare eesp)e 


Die oo A. (0pejp+:+90p) un reper fn d + Dacă P( Fane Fa) 
Q(Qgseeenta) tanc FR = 70 + 0 a = OP = (pi -Țl)e, aattel tu- 
cât coordonatele văotorului zi în baza i eypseses0 | stat q- Fasoe 
ss Ma Fade 

In continuare von studia transformările de reper afin, Pie deci 

A (00 sees) şi A (orsejeeeesei) două repere afine ale spaţiului 
afin EA „ Pentru orice punct Pe XE avent 


(2) SPapie, , Ba ge, 


Be pune problema să stabilin relaţiile ce extată între coordonatele 

lui P în primul reper şi cele din a1 doilea reper, cunoBoînd coordonate 
1e lui 0! Sa primul reper și matricea de trecere de la baza [oaoensse] 
la baza | ejsesoseă | „ Să presupunea deoi căt 


(3) C0* e ate, 


si A 
(4) . cj * 153<a 


A 


Cum î% = 00! + OTP avem 


și e = ai e, + ai, pi = (ai «di 0 be, 


de unde rezultă 


i 


(5) Şi. i “i, mă 1 cica 
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relaţii 'ce reprezintă formulele de transformare a coordonatelor afine 


la schimbarea reperului. Relaţiile (5) pot fi sorisa sub Zornă natri- 
ceală. Astfel, notând: 


a. Li 
id tu : 
(0 Ia= |: „Tai [e dos |! | n (a Daciugta 
i : a. 
Lă în 
aven: [i 
(7 Ip A+AIa! 


Li 
In particular, dacă originea reperului rămîne neschimbată, deci 


Ag = 0 mohimbarea de reper se numeşte centro-afină, formulele de transfor= 
mare a coordonatelor afine fiinăâ: 


Ei 
(6) Dă du cin 


Dacă însă noul reper e obţinut din primul schimbînd doar originea, 
deci A = (5 19 € 1,3 <n Spunea că aven o translație de reper, ca 


fiină descrisă prin relaţiile 


(9) pin atei Is isa 


Vom spuie că reperele A (ones s0]) şi PCD a su 
aceeaşi. orientare dacă det A >0. 

In cazul particular în care L este chiar un spaţiu vectorial 
V, reperul se alege de obicei cu originea în veotorul nul al lui V. 
Atunci, transformare: centro-afină de reper e o aplicație liniară, 


ea desoriină transfei'iarea coordonatelor unui vector din Y la schin- 
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barea bazei. In schimb, translaţia nu nai este o aplicaţie liniară a 
lui V. Von vedea în $4 că ea este o aplicaţie afină. 

De obicei oînă von luora în spaţiul afin tridimensional cf?, 
vom considera că spaţiul aău director e ş? (spaţiul vectorilor liberi) 
iar reperul canonic va fi A (0, î,3,) „ Dacă pe 45 e un punct ar- 
bitrar, notăn de obicei cu x,y,z coordonatele sale în reperul L . 
Deoi, dacă £ = OB e vectorul de poziție al punotului P aven: 


(20) Esta Ie ză 


3. Varietăţi liniare 


In capitolul II $7 an introdus noţiunea de varietate liniară 
a unui spaţiu vectorial pornind de la conceptul de spaţiu faotor. 
Aceeaşi noţiune o vom introduce pentru un spaţiu afin oarecare gi von 
regăsi rezultatele din capitolul II în cazul spaţiilor vectoriale, 


Definiţie, Pie L un spaţiu afin ou spațiul vectorial V iar L 
o submulțime a sa. Spunem că L este o varietate liniară a lut CE (Bau 
un subapațiu afin al lui LX) dacă L = e] sau există P, € L astfel ca 
8 = (PSN |ueru j să fie un subepaţiu vectorial al lui V. 8 se numeş- 
te subspaţiul director al varietăţii liniare. Bpunen că varietatea 
liniară trece prin P, gi are subspaţiul director 8. 

Propoziția 4, Dacă L este o varietate liniară a spaţiului 
afin £ „ atunoi subspațiul său director 8 nu depinde de alegerea puno- 


tului PoEL, 


Demonstraţie, Pie 8 = | Păi |uer | sar PIEL un punot diferit 
de Po. Tie 8! = (FM |MEL| . Demonatrăn că 8 = 8!, Intr-adevăr, dacă 


xe8' există W'EL astfel ca x = Ft! Dar atunoi x = FUM! = PIE, + 


+ PN = Fi = pa 7 EB şi B'SB. Analog se demonstrează a doua inclu- 
ziune, 


452 


Propoziția 5. Orice varietate liniară a unui spaţiu afin este 


sa însăşi un spațiu afin, 
Demonstraţie, Pie 4 un spaţiu afin ca spaţiul director Y iar 


LS o varietate liniară ce trece prin LA şi are aubspaţiul direo- 
tor 8 = 12 |uer]sY . Dacă 4,B EL, atunci Fi și Ph es, aatte 


că î5 = 75 - Ppi €8. Ia oonoluzie, putea considera rentrioţia struo- 


tarii afine Pixi —Y la Laz 1, Această restricție va satisfa- 
ce cele două condiţii din definiţia spaţiului afin, deoi va da struo- 
tura afină pe L. Spaţiul său director va fi chiar 8, 


Dimensiunea unei varietăţi liniare va £i deci dimensiunea suh- 
spaţiului său director, Pentru varietatea liniară vidă se ia prin de- 
finiţie dimensiunea -l, d 

Evident, pentru orice Pe E fixat şi orice subspaţiu vecto= 
rial 8 al spaţiului său director Y există o unică varietate liniară 
Ls d ce trece prin Po şi are subspaţiul director 8. Mai precis, 
L = (re d | esf. ai mult, în acest cas 1 1 =| 5 leL]= s 


Observaţie, Pie V un K-spaţiu vectorial. E1 e spaţiu afin, 
avînd struotura afină definită prin 


Pia ——Y e Plx) sp ve xget 


[+] submul ține L ș sa va fi atunoi varietate liniară dacă există xpel 
astfel ca i 


[i 


| 8 î7-xl7ezjer 


să fie un nubapaţiu vectorial si lui V. Cu alte cuvinte, LSY e va- 
rietate liniară dacă şi numai dacă există XpEL şi SSV auberaţiu 
vectorial astfel ca: a 


L= x + Ba (x +7 | yes) 
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Regăsin astfel definiţia varietăţi! liniare a unui spaţiu vectorial 
din capitolul II $7, Li 


Dacă subspaţiul direotor al unei varietăţi liniare L a epaţiu- 
lui afin Ei este subspaţiul nul, atunoi L se reduce da un punct, 
Varietăţile liniare 1-dimensionale sînt dreptele spaţiului afin iar 
varietățile liniare de dimensiune n-l (n fiind dimonaiunea lui ) 
sînt hiperplanele spaţiului afin. Varietăţile liniare de dimensiune 
n ooinoid cu întreg spaţiul afin. 

Definiţie, Pie N C cf o submulţine nevidă a spaţiului e: 
şi PpEN punct fixat, Pio N = (2 |Peu| iar CH > apaţiul vectorial 
generat de N, Be numeşte varietate liniară generată de N varietatea 
ce freoă pula % şi are subepaţiul director <H>, 


Propoziția 6, Varietatea liniară generată de o aubuulține Ma 
unei varietăţi liniare LX nu depinăe de alegerea punctului fixat 
PoEu. 

Denonatraţie, Pie X = 155 |Peu | iar PSM un alt punot, Ho 
tin cu! = 1258 |Peu]. Denonstrăm că subspaţiile <H> gi <H'> 
ooinoă, Intr-adevăr, dacă P(PEN, aven PP = PIE - ZI, e <n'> 
deci NS<N'> , de unde <N>sCN'> . Analog se demonstrează a doua 
incluziune, 


Propoziția 7, Intdrseoţia a două varietăţi liniare Lisle [— E 


oate tot o varietate liniară a spaţiului afin J£, Dacă bot 
atunoi varietatea liniară 103 Lp are ca aubspațiu director intersec- 
ia subspaţiilor direct i 8 pe . 

ț spaţ: toare 5) şi 82 ale lui L) respectiv Ip. 


Demonstraţie. Dacă L/[11> = ff, interscoţia e varietate li- 
piară. Bă presupanen acum că LL 4 iar P, € LLp. Pier 


varietate liniară generată de subnulținea IN La [= L£ „ Bubapațiul 


Ș ? .— 
său direotor 8 este generat de sistemul de vectori (2. |PenA12] 


Vom arăta că L= VW Le şi 8= 8,8. 
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Obaarvăn că LL SL căci dacă PEL,La, atunci EPEB. 
Să presupunea acum că PEL. Atunci PFEB şi deci e o combinaţie 
liniară de forma: 


v 


cu PpEL,NLp 164 €k. Dar atunci vectorii FGF,€ 8,018 și deoi 
PEL, 1. Ia concluzie, L = IjNLa+ 

A mai rămas să arătăn că 6 = 8,(15p. In mod evident 885,163. 
Reociproo, dacă x € 8,18, există PEL, unic determinat astfel ca 
x = PE, 9i analog, există QEL, unio ou x = EcQ. Atunci P = QeLNL: 
şi x€8, In conoluzie, 8 = sn 52 e chiar subspaţiul director a1 va- 
- mietăţii liniare LN Le 


Definiţie. Varietăţile liniare L, şi Lp se numesc suplenentare 
dacă subspaţiile lor directoare sînt suplenentare. 


Observatie, Dacă Lisle CE sînt varietăţi liniare auplementa- 
re, atunci Who e formată dintr-un singur punct, subspaţiul săa d1- 
rector fiind 0, 

Definiţie. Fie W şi Ls LX varietăţi liniare avînă subspa- 
ţiile directoare 5 respectiv 8. Spunea că cele două varietăţi 11- 
niare sînt paralele şi scrien Il LL» „dacă Be 52 sau au acelaşi sub- 
spaţiu director, i 

Evident, printr-un punct al unui spaţiu afin trece o singură 
varietate liniară paralelă cu o varietate liniară dată şi avînd ace- 
laţi spaţiu director ca și ea. 

In continuare von stabili reprezentările analitice ale varie- 


tă ţilor liniare dintr-un spaţiu afin n-dimensional. Yom distinge două 
cazuri Li 
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1 Varietăţi liniare ce treo printr-un punct fixat şi au 
subapațiul direotor dat. 

Pie A (00100007) un reper fixat în spaţiul afin L£ LII 
spaţiul director Y, PE 4 şi 8 SY un subapaţiu vectorial de dizen- 
iune p,, 0p$ n în care alegea o bată peer ] „ 0u aceste no- 
taţii putem formula următoarta: 


Propoziția 8. Dacă L e varietatea liniară, ce trece prin Psi 
are subspațiul direotor 8, de dimensiune p, sînt echivalente: 

a) per 

b) Exiată soalarii timaiatp E aste ca: 


a) DP DE e tiu, 


Demonstraţie, Din definiţia varietăţii liniare PEL dacă şi 
numai dacă FpPes, Dar FAP = OF - OF, și cun [ugrseosup | e o bază 


Sn 8 axistă funs-h.tp GE asttel ca PP » tiu, 


Să presupunea acum că în baza fixată în Y aveam: GE „și . 


5, „pi o. = ai, . (1449), unde rang(a,), « 


7 74-e 
Atunoi relația (1) devine: ad 
4 
(2) Piaf ee tal, 
de unde 
| as 
&) Fa Ft ÎI st vacica 


relaţii ce reprezintă ecuaţiile parametrice ale varietății liniare ce 
trece prin P, şi are eubspaţiul direotor 8. ş 
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Pentru p = 1 obţinem ecuaţiile parametrice ale dreptei ce trace 
prin P, şi are subspaţiul director B=cu> au £O,u. ai ..: 


(4) Fi Fag + ast 1£i€n, ter 


ecuaţii echivalente cu girul de rapoarte egale: 


LR: Ya - Tae 
(5) RR E 


Veotorul u este veotoral director al dreptei iar coordonatele sale, 
parametrii direotori ai dreptei, Ducă spaţiul afin oonsiderat e un 
spaţiu vectorial, reogăsin couaţiile parametrice ale unei drepte, sta- 
bilite în oap.II, 87. 


Pentru p = -n-l obţinen ecuaţiile parametrice ale hiperplanu- 
lui ce trece prin % gi are subspaţiul direotor 8, de bază 


(pornea În Ug = ag eso 16 


nl 
(6) Te ao tza t, sia 


ce se pot sorie sub forma echivalentă: 


ț, -F.e ORELE EEă i Ye 


| Bg vecine app 
(7) 0 


E pop eeeenese 2. nd 


. 


Sau, dezvoltind determipantul după prima linie gi notând cu Aga 
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oomplemenţii algebrioi corespunzători, obținem 
(e) (Pi fa) =o 

Notină ou B = = (4 ba... A fo» ecuaţia (8) ăavine: 
(9 Aa bocet A Pa tB=0 


ce reprezintă ecuaţia generală a hiperplanului într-un spaţiu afin 
n-dimensiona], In cazul în oare spaţiul afin e un spaţiu vectorial, 
regisin rezultatele din cap-tolul II 37. 


II. Y tăţi liniare ce trec prin pti puncte afin i 


dente. 
Date fiină în spațiul afin 4 m-dimenaional ce spațiu direo- 


tor Y, p+l punote afin independente LADA | eiateaul de veo- 
tori LA TED RA ma £i liniar independent, deci va genera ua sub- 


spațiu 8, de dimensiune p a lui Y, Varietatea liniară ce trece prin 
punotele Pop va £i atunoi unica varietate liniară ce trece pria 


P, și are subspațiul director 8. im redus astfel problema Ja cazul 1 
studiat mai aus, Rezultă imediat din propoziţia 8 urnitoarea: 

Propoziția 9. Dacă L e varietatea liniară ce trece pria punoţe- 
de afin independente PP): ELITA) sînt echivalente: 

a) PEj i x 

b) Există acalarii teen peE astfel cat 


(30) Î8 = 65, + ti FE, 


Dacă în baza fixată SF ai ej, 07, a pie, &5, „pi . 


15 36, atunoi PoPg = OP, = E, n (Fi = pi) e, tar relaţia (10) devine: 
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ax pi opta (şi-a, 
de unde: 
= ) 
(22) Fa Faso + 23 Fag Fie) îş e Sita Y 


ce reprezintă gouaţiile parametrice ule varietăţii liniare ce trece 
prin punotele afin independente Pe: az Ppe 

Pentru p = 1 obținea dreapta ce trece prin două punote afin 
independente Po(Fao::0: Fo) 31 P(Fayes Fa) 


(23) Fi Fo + (Fu “Fit „lSicn, ter 


ecuaţii eohivalente ou girul de rapoarte: 


(aa) oae. e use e Xa Ya 
ue Y na “Fao 


iar pentru p = n-l, hiperplanul ve trece prin a punote afin indepen- 
dente: PC Fagreee Fag) pa sjsmu 


n-a A 
(5) Oase “Ta Tao) % Isis 


ecuații echivalente ou: 
Pl E PC no 


Vize Ie Ta 


” meneneneneeeeneeenneadeasee 


Fa mi Fo «+ + Fa at fas 
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Observaţie, Teorema 4 oapitolul VII poate £i extinsă pentru 
spaţii afine oattcairie Mai precis, orios varietate liniară de dimen- 
siune p a unui spaţiu afin n-dimensional în care s-a fixat un reper 
RR (0veyps::s0p) poate £i desohisă oa fină mulţimea soluțiilor unui 
siatem liniar neomogen în n moocunoscute, de rang n-p, cu coeficienţi 
fa corpul Ik: 


(as) agp e bo 1€icap 


n, Aplicaţii afize 


mie A, pi 6, două spaţii afine ou apațiile vootoriale direo= 
toare LE respectiv Ya(peate același corp de scalari BR). 


Definiţie. Se numeşte aplicaţie (transformare) afină a apațiu- 
lui afin 6, în spațiul afin FAR aplioaţie t 1 4 — 4 ou pro 


prietatea că exilată un punot ce astfel ca aplicația 7: ” pa! 
definită prin T(GÂ) = &(0) t(4), 4 ELA să fie liniară, Aplicația 11= 
niară 7 se numeşte aplicaţia liniară indusă de aplicaţia afină t saa 
urma lui t. 

Aplicația liniară ? indusă de aplicaţia afină t e corect defini- 
tă datorită bijeotivătății aplicației (Pi i cf, — v, unde 4 e 
structura afină a lot £. 

Propoaiţia 10. Dacă bă, e o aplicaţie afin ou urma 
PY, = Vav.atunoi pentru orice A,B€ cf e A, aveai 


(a) 235) = t(4) t(8) 


Demonstraţie, T(î5) = (05 - Ga) = 2(58) = 2(08) = * 
= (0) 4(8) = 8(0)t(a) = E(A)t(O) + C0)t(E) = tat). 
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Rezultă că urma lui t nu depinde de alegerea punotului 0 26, 
considerat în definiția aplicaţiei afine, 


meorema 1]. O aplicaţie afini ti 6) —m06, e unio deterni- 
pată de urma ei şi de o pereche ce se corespund 0 € £, t(0) e 2*: 


Denonstraţie, Pie 7: LE —_ Va o aplicație liniară între spa- 
iile direotoare ale celor două spaţii afine, Definia t : 4-4 
prin t(A) = A' astfel ca 1(04) = t(0)4'. Unicitatea lui t rezultă din 
bijeotivitatea aplicaţiei Pico) unde q' e struotura afină a lui dd,. 

Exemple. 1) Pie L£ un spaţiu afin şi 0 e£ „ Aplicația 
ea A — A dată prin t(0) = 0 şi DETE) = GP e o aplicaţie afină, 
urma ei fiind aplicaţia liniară definită prin 7(0P) = -0P. Această 
aplicaţie este simetria faţă de punotul fix 0, 

2). Aplicația t af — LD (1 ciina BR" privit ca spaţiu 
afin, iar reperul considerat fiină cel canonio) definită prin: 
P( Fassse 8) — s(P)( Tames 7) cele două grupe de ooordona- 
ve fiind legate prin relațiile: 


(2) Ti = ai, pini Sign 


unde (3,41 <1,g&neha(6) i Dire: E, este o aplicaţie afină, 


Prin această aplicaţie, originii „reperului oanonio 0(0,.,.,0) i o0- 
respunde punotui B(ba e feb) iar aplionaţia liniară 7: RL — pi 
o daţă be: 


(3) ași ej) ai pie, 


Mai general, avem următoarea: 
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Teorema 12, Pie a gi 4, do mă spaţii afine finiţ dimensiona- A 
e. Aplicația t + At este afină dacă şi numai dacă există vepe= 


ele! JA (Oseys::::30p) 8 A COretysccyfu) în 6 zeapeotiv A, 
astfel încît coordonatele (Țis..., Fa) ale unui punot arbitrar ref 
în reperul A „_9oordonatele ( 7 EEETE 3) ale punctului t(P)€e L, 


în reperul A şi ooordonatele. (by p+++b,) ale lui t(0) în reperul 
RE să fie legate prin relaţiile: 


pinul, şisbi „ 1<iqa 


unde (o; şa s 1 <n-€ (K)__eate matricea eplioaţiei liniare in- 
1£jsn 3 
duse 7 în perechea de baze (ounanerea | e (uoeecsta je 


Demonatrajis. Dacă t i df, —— cd, este o aplicație atină iar 
P( Şaveeso Pp) un punot arbitrar din %&,, aveni 


(4) 0! 't'(P) e 0"%(0) + (0) (2) = 0't(0) + (02) 


Dar OF si e, Duo) = di 2, sar OP) vi 4. Dacă 2(35) = 
- 27 de) - ai, ji ie, relația din enunț rezultă im diaţ din (4), 
Invers, să presupunen că pentu aplicația t: 4—% există 


relaţia din enunţ între coordonatele punotului a::bitrar Pe, şi ale 


lui t(0) şi te4,, unde (ada ssed e o riatrioe ou ovefioienți 
14jsa 

în E. Pio agticatia 70 V, Va definită vin 2(05) = t(0)t(2) 

pentra orice Pe A. Atinoi, 


2COP) 300) &C2) = 0140P) = 0rătr) «(pie bi) e, e 
i 
„sit 


(da, sa/saa Fase.24 
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şi aplicaţia 7 este liniară, (a. a si ca fiină matricea ei în pere- 
1sdsa 
chea de baze fixată în spaţiile directoare. 


Propoziția 13. Pie CÂ gi 6, apaţii afine ou spaţiile direș- 
toare V, şi Vo. Pie ti 4, — 4, o aplicație afină cu urna 
PV — Nae Sint echivalente: 


1) $ injeotivă (surjeativă, bijeotivă 


2)_7 este aplicaţie liniară injeotivă (surjeotivă, bijeotivă). 
„ Demonatrajia se bazează pe bijectivitatea aplicaţiilor 

9: A—v respectiv Quo 4, ——Ya unde o 4, e un 
punot fixat iar (P şi (P sînt atruoturile afine ale lui 6, și 

E Pe Să stabilim de exemplu achivalenţa pentru injectivitate, 

DD 2). Pio (a) = Dao), Lara € Ve Bristă Ape &, 

unio determinate aatfel ca Di, = x), Gâz = x2. Deoi 2(01,) = t(0)t(4)= 
= 4(0)t(az) = 2(0â2). stg) fiind bijeotivă, (4), = (42) pi 


atunci A, = Age Obţinen astfel x) = oa, E LI = x3e 


2)— 1), Pie Ava € £, astfel ca t(A) = t(42) „ Atunci 
2(03) = 40) XTa7) = E00) EU) = 2(08) dar 7 fină ihjeotivă, 


04, = Oap+ “o Piină bijeotivă, Ay = Ape 


In particular rezultă că dacă  ! cf, —— dz 6 o aplicație 


afină între spaţii afine finit dimensionale, iar V, şi V» sînt spa- 
ţiile directoare, atunoi t este bijeoție dacă şi numai dacă din Vs 


= din Va deci A 1 şi la au aceeași dimensiune, 


Propoziția 14, Fie £, şi EA aţii afine cu spaţiile direc- 
toare V, respectiv Va iar tu ff o aplicaţie cu urna 


3 Iza Va. Atunci: 
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1). Dacă 1 S 6, esta o varietate liniară ou subepaţiul direc- 
tor U s V,, imaginea sa direotă t(L) s L-A este o varietate liniară 
ou subspaţiul direotor T(U) € Va. 

2) „ Dacă In şi Lo sînt varietăţi liniare paralele ale lui &, 
atunoi t(1)_şi (1) aînt varietăți liniare paralele ale lui e 

3), Dacă PEZLA este o verietate liniară cu subspaţiul direo- 
tor E S Ya» atunoi imaginea sa reoiprocă o) s este o _ varie- 
tate liniară ou subapaţiul direotor rw s Ve 

Demonstraţie, 1) Pie 0EL fixat, Atunoi Le (Pe, |55cuj 


tar 4(1) = (t(9) [PSL] = [t(2)e e | t(0)u(2) = 2005) rw) |. 
t(L) este deoi varieţatea liniară ce trece prin t(0), şi are subspa-. 


ţiul director 7(U), 
2), Pie vw respectiv Va subspațiile direotoare ale varietăți- 
or liniare L, și 1». Confora ipotezei, vs Ua sau Va SU, dsoi 


su) s 2(U2) sau "U2)s 20). Se explică acun punotul 1), 


3). ie 0 6 +'4(D) fixat, Atunoi (0) €D, 0un t'L(0) = 
(Pe f|w9) e» | = (204, | 100)tE) = 2005) eu] = [7c4|35 e 


eriu) j de unde rezultă afirmaţia din enunţ, 


Meorena 15, Operația de compunere determină pe muiţinea aplica 
fiilor afine bijeotive ale unui epaţiu afin d o strootură de grup 
Aveat grup se numeşte grupul afin al 1uţ £ şi se notează aa(36) 


Demonstraţie. Pie tyvtait —m= 6 două aplicaţii afine bijeo- 


Vive, avînd urmele Lit reapeotiv T2+ Atunoi, pentru orice ac L şi 
os ei», 
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(23-07) (08) = Ta(7(04)) = Ta(t(0) tp(4)) = ta(t3(0))t2(t(4)) 


13 e 2 fiind aplicaţie liniară bijeotivă, rezultă că ta . t e apli- 


oație afină bijeotivă. is 
Dacă t e o aplicaţie afină bijeotivă a lui oa urma mr este 
de asemenea o aplicaţie afină bijeotivă, urma ei fiind mi, Intr-adevăr, 


dmcă 0e £ fix şi Ac CĂ arbitrar, 


s 


2(04) = t(0)%(4) = 0'A* 


atanot 00 Ie LE ESTI a 
2(OTT) e OK = trd(0') td!) 


Blementul neutru al grupului e aplicaţia identică, 


Observaţie. Geometria afină are ca obieot studiul acelor pro- 
prietăți ale spațiilor afine oare sînt invariante de grupul afin, Un 


aattel de invariant am văzut că e noţiunea de varietate liniară, In 
oapitolul următor von studia un invariant al geometriei afine: hiper- 


auadrioele, E 

Definiţie, Se numeşte translație a spaţiului afin 4 o aplioa- 
ție ta £ — e ou proprietatea că exiată un punot 0€ Ei 
antfel încît pentru orice PE  , 4(0) t(2) = OP. 

Deci, urma unei translaţii e aplicaţia identică, astfel că 
translațiile sînt aplicații afine bijeative, 


Piopoziţiia 16. Aplicația t i sf —m ad ate 6 translație dacă 


şi numai dacă exiată 0 e Bi astfel ca pentru orice PE £ p_să 


avent 


P t(P) = 0 t(0) 
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- Demonstraţie. Pentru 0,Pe Es „ din relaţia: 


OP + P t(P) = 0 t(P) =0 t(0) + t(0) t(P) 
zeaultă că P t(2) = O £(0) dacă şi numai dacă 0P = t(0) t(P) 


Observaţie, Din proponiția 16 rezultă că o translație e unio 
determinată de o pereohe de punote ce se corespund 0,t(0)e 4, deci 
de vectorul Dt(0) din spațiul direotor,Acest veator se numește „Veoto= 
rul translaţiei t. Dacă a este un vector din spaţiul director, notăm 
cu tg tranalaţia de veotor a. 


Deorena 17, Mulțimea tuturor translaţiilor unui spaţiu afin 
formează un nubgrup comutativ al grupului afin, notat Tr(06), Acest 
subgrup e isomorf ou grupul aditiv al spaţiului vectorial director, 

Demonstraţie, Fie t, şi ti două trenslaţii ale spaţiului afin 
A de vectori a respectiv b din V, 0e 6 fiina arbitrar, avon 
9 (0) .a şi ot (0) = be Pio un te ta. Atonoi, 


Ou(0) = 0 t(t,(0)) = 0 tp(0) + (0) t(ta(0)) = 
= 0 (0) + 0 ta b+a 


astfel că u= toyge Pe de altă parte, orice translație e o aplicaţie 
afină biJootivă, inversa translaţiei ta(aeT) fiind t_,.Iatr-adevăr, 
dacă Pe 6 ou (2) = Q, atinoi ta(Q) = P şi A tal =a, deci 


tÂ(PP e 9 te) = a, 


Definiţie, Se nunegte aplicație centro-afină a spațiului afin 
E. 4 -o aplicaţie t: A — L Su proprietatea că invariază un punot ă 
0ef . se mai spune că $ eate o centro-afinitate de centru 0, 
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Dacă ț esţe o centro-afinitate de centru O ou urma 7, pentru 


orice Pe E 4 avem 


2(0P) = 0 t(e) . 


De exemplu, simetria față de punotul fix 0 este o centro-afinitate, 


Teorema 18, Operația de compunere a aplicaţiilor centro-afine 
bijeotive de centru O determină un subgrup al grupului afin, care e 
izomort ou grupul liniar al spaţiului vectorial direatore 

Demonstraţie, Pie Y spaţiul director al spațiului afin £ iar 
Da V ——Y o aplicaţie liniară bijeotivă (2 & GL(Y)). Bi îi cores= 
punde o unică aplicaţie centro-afină bijeotivă af — cf de centru 
0 definită prin: 


0t(2) = 205) i Pe d 


Pie aocun t, şi t aplicaţii centro-afine bijeotive de centru 0 cu apli- 
oaţiile liniare asooiate LI Şi Ip. Da %2* e tot o aplicație dinia- 


ră bijeotivă iar dacă t este aplicația oentro-afină corespunzăţoare 
ei, avea 


Ot(P) = (08) = 2p(2,(05)) = 23(0t,(2)) = 
= 0 ta(t,(2)) 
Deci ţ= te te. In sfîrşit, dacă t e o aplicație oentro-afină bijeo- 


tivă de oehtru 0 ou urma 7, atunoi [a este aplicaţie centro-afină 
de centru 0 ou urma TI, 


Teorema 19, Orice aplicație afină a unui spaţiu afin LX e 
compunerea dintre o aplicaţie oentro-afină şi o translație, 


Li 
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Demonstraţie. Pie 0€ X un punct fix iar ti: A — A o 
aplicaţie afină. Dacă a = 0t(0) iar t,! FL —— 4 este translaţia 
de veotor a, atunoi cun 0t4(0) = a = 0t(0) rezultă că tA(0) = t(0), 
iar aplicaţia u = tz > t e o aplicaţie afină cu proprietatea că: 


u(0) = 47 (6(0)) = tgL(ta(0)) = 0 


Deoi, u este o aplicație centro-afină de centru 0 iar t = tau 


Observaţie. In oasul partioular în oare spaţiul afin vf este 
ohiar un spațiu veatorial, aplicaţiile centro-afine sînt chiar aplica- 
Şiile liniare, Deoi, orice aplicaţie afină a unui spaţiu vectorial e 
compunerea dintre o translație şi o aplicaţie liniară. 


Dacă în spaţiul afin n-dimenatonal «76 se fixează un reper 
i, A CIORI RR atunoi conform teoremei 12 orice aplicaţie afină 
Li Ei —— 96 în acest reper e dată prin relațiile: 


pini piei 1sica 


unde ("Țp+++» F) sint coordonatele unui punot arbitrar P e E 
(Qameeeea 7 m) coordonatele punotului t(P)E d iar (aa « 1i<n 
matricea aplicației liniare induse 7 în baza fixată, In acest caz 
babi e, este chiar veotorul translației iar aplicaţia liniară 7 e 
arma centro-afinităţii de centza 0. a 
Beorena 20. Dacă A (0jeysi:cu0) și (Op tyaeeeaf,) e 
a 20« LEEETL şi A(0 ESTE LA) sînt 


„ouă vepere ale unui spaţiu afin n-dimenstonal 6, există o unică 
aplicaţie atină bigeotivă t i d —— cl oare să ducă reperul 2 în 


veperul A! . A 
Demonstrație, Aplicația afină căutată e desorisă de relațiile: 


(0) = o m, . fu 14i4n. (7 fiind aplicaţia liniară inâusă), Bvi- 
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dent, t astfel definită e bijeotivă şi unică cu proprietatea că duoe 
reperul A în Aa Ea e caracterizată prin faptul că, pentru orice 
punct Pe LX „ coordonatele sale în reperul pă , coinoiă ou ooordona- 
vele lui t(P) în reperul cula 


95. Spaţii punotual euolidiene 


In spaţiile afine nu avon proprietăți metrice, Doa» spațiile 
punctual euolidiene pe care le von studia în continuare ne pornit să 
introduoen noţiuni ca: distanţa dintre două punote, ortogonalitate, 
sto. hi 

Definiţie, Be numeşte spaţiu punotual euolidian un spaţiu afia 
real cu spaţiul director euolidian, 

In particular, orice spaţiu euolidian cu sțenotura afină oans- 
nică este un spațiu punotual euolidian, De regulă, Li privit ca spațiu 
punotual enoliăten e notat ZA, 


Definiţie, Pie TG un spaţiu punotual euelidian iar 4,8 &£ 


două punote oarecari, Se numeşte distanţă de la A la B numărul real 
monegativ â(4,B) definit prin: 


(4,8) a 45| 


Besultă imediat că t cu distanţe, astfel detiniţă este an spa 
ţiu netrio, Despre un reper A (0;0pse:+50,) a1 unui spațiu punotual 
suoliătan von spune că eate un reper oxtonormat dacă Dana fepsece4) 
a spaţiului direotor este ortonormată. Dacă într-un astfel de reper 
două punote 4,B & f au respeotiv coordonatele: ACP Fade 
B( 9 ans) atunoii » 


x 


a(a,8) = [i] i ct -7p? 
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Pie 4 un spaţiu punotual euclidian cu spaţiul direotor LA 
sas Ls £ o varietate liniară ou subspaţiul direotor SSV, 8 fiind 
vot un spațiu vsotorial, L va fi la rîndul său un spaţiu punotual eu- 
olidian, Toate considoraţiile ou privire la varietățile liniare în- 
tr-un spaţiu afin rămîn valabile în spaţii punotual euolidiene, 


Propoziția 21, Printr-un punot fixat ai unui spațiu punotua] 


i a Y trece o unică v te liniar 
e ca si 5 a eoțor o: enentul ortogonal suba; 
ssv, 

Demonstraţie. Rezultă imediat din unicitatea complenentalui pr- 
togonal al unui subspațiu a] unui. spaţiu euolidian şi din unicitatea 
varietății liniare ce trece printr-un punot şi are subapațiul direo- 
tox dat. 

Datiniţie, Dacă L ente o varietate liniari a unui spaţiu puno= 
Vaal euclidian “£ avtnă ca subspațiu director complementul ortogonal 
81 01 unui subapațiu 88Y spunea că este direcția normală la L 
Orice varietate liniară D ou subspaţiul director 8 se numeşte varieta- 


se later normală în 1. 


" Paoponiţia 22, Pie un spaţiu punotual euclidian n-dinenste- 


nal ou spațiul director Y, iar SSY un subapaţiu de dimensiune p 
(aspan), Dacă P, € £ iar L este o varietate liniară a lui E atat 


chivalente: 


“ 


a), i trece prin P, gi are direoţia normală Sy 


satisface 


(a po Por > no 1% 149 


(rap) e o bază în 8. 
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Demonațraţie. a) =—> b). Conforn ipotezei, 81 este subapa- 
țiul direotor al lui 1. Pentru orice PEL, r- rs 0P- 05, = Popes* 
gi deoi e ortogonal pe vectorii unei baze oarecari Î vane] a 
lui 8. i 

b) mp a) Dacă r- rs E e orțogonal pe vectorii bazei 
lui 8, el e ortogonal pe subspaţiul s, deci rr, = ERĂ es! pentru. 
orice PEL, Rezultă că si e subspaţiul direotor al varietă ţii linia- 
re L. 

Bouaţiile (1) se numesc ecuaţiile varietăţii liniare ce trece 


prin P, şi are direoția normală 8 = Sp (ra eee) e Dacă în spaţiul 
punotual euclidian + considerăm reperul ortonornat A (Opejsesese)e 


putem exprima veotorii bazei lui 8 sub forma: 
n 


(2 vu 2 e 1£1<p 


Dacă în acest reper P( ses: Fa Po(Faor*:*0 Fno) ecuațiile (1) 
devina: < 


L] 
(40) Daf Fo) so cico 
si 


In particular, pentru p=l obținen ecuațiile hiporplanului os 
n 
trece prin P, şi are normala de direcţie n= 3 ae 
dl 


4 L] 
4) Pa CEg-fydao 
fl 


sau, notînd oub= (a. Fo Pasta] LA obținem ecuaţia hiperpla- 


nului sub forma generală: 
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(5) a Ţa bose afa+b=0 
In această ecuaţie deci ajse+:-, sînt parametrii directori ai norna- 
dei la hiperplan. Dacă n] = = a? = 1, atunoi soalarii 
= 
Spo+.8 80 numesc coginuşii directori ai normalei la hiper -iar 


ecuația (5) se numeşte ecuaţia normală a hiperplanului,n șate în acest 
caz vergorul normalei la hiperplan, Bouaţia (5) se mai poate sorie 
sub forma: 


(6) <tr> +bno0 


unde x ssțe vectorul de poziţie al unui punot arbitrar din hiperplan 
în raport ou reperul fixat iar n e versorul nornalei 2a hiperplan, Mai 
facem remarca că versorul nornalei la hiperplan e unio deterninat 
abatraoţie făoînă de un semn. i 


Die acum L o varietate liniară în spaţiul punotual euolidian 
+ Lar Pe z ; un punot arbitrar, Interseoţia dintre IL gi variota- 
vea Viniară ce trece prin LA gi e normală la L este un punot (subspa- 
ţia său direotor fiind intersecţia celor două subspaţii directoare 
deoi 0), 

Definiţie. Be numeşte proieoţie ortogonală a lui Pe, pe 1 puno= 
tul de intersecție a] lui L cu varietatea liniară ce trece Pasa Pe 
şi e normală la LL. Distanţa de la LA la L este: 


[€)) AD) = dat 4 Le AC) 


3i se demonstrează la fe) ca în capitolul II $3 că ea coincide ou 
distanța de la % la proiecția ortogonală a lui P, pe Le f 7 
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In particular, ne propunea să punen în evidență distanţa de 1a 
P, la hiperplanul H de ecuaţie (6). In acest caz, varietatea liniară 
ce trece prin 7 gi e normală la H e dreapta de ecuaţie: , 


(8) rare Aa. A €R 


Proieoţia ortogonală a lui P, pe E pe oare o von nota - P5 0 obţi- 


nem rezolvînd sistemul fornat din ecuaţiile (6) gi (8). Avem: 


"0 m <a, rgtân>+ be < nerg>+ A Mai? .» 


de unde 
(9) Ja Bi AA 
Int? 


astfel că veotorul de poziţie a1 lui Pi în reperul fixat va fii 


(20) Lu . x See 
n 
Atunoi distanţa căutată este 
a APE) = AP 25) = li = [a 


p |Saro>+ b| E la Fo pr 22 no * »] 
N d 


Ț da 


Exemplu, In spaţiul punotaal euclidian rea (2, distanța de ia 
Planul 2x -7+ 3-10 la punotul P (1,1,1) estei 


za aaa 


d= L] 
aaa 6 
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Pentru aceast plan cosinuşii direotori ai normalei sînt: cos, = a = 


ae 5 me Sha iad 1 norma 
Vele da * %& EVA s3, <3 az 21 Doinei ori 


lei fiină = t (a + a. + azi) „t (D= dee >, unde 
Lit) da Li sînt unghiurile formate de normala, 1a plan cu axele de 


coordonate. ; 


Intr-un spaţiu punotea!l suolidian se poate defini unghiul a 
două ârepte oa fiină unghiul 0 € [0,7] dat de relaţia 


(22) 008 V = Esta bă 
ay uzi 


uta fiind veotori nenuli din subspațiile directoare ale celor două 
drepte, Unghiul a două hiperpiane va £i atunci unghiul format de nor- 
malele lor, iar unghiul dintre o dreaptă şi un hiperplan va fi 7-0 


unde 9 e unghiul format de dreaptă ou normala da hiperplan. 


46. Aplicatii izonetrice 


Definiţie. Pie $, sita două spaţii punotual euolidiene cu 
spațiile direatoare LET respectiv Vo. O aplicație afină t : t— fa 


se numește izometrie (aplicaţie 1aonetri0ă) dacă aplicaţia liniară as0- 
oiată 7: LE — Va este ortogonală, 


Exemple. mranslațiile şi simtriile faţă de un punct sînt apli- 
„tul iaometrice, 

Izometriile au proprietăţi suplimentare faţă de aplicațiile 
afine, pe care Je vom pune în evidenţă în cele ce urmează. 

Propozi ţia 23. Orice izometrie e o aplicaţie afină injectivă. 

Demonstraţie. Pie t: £, —= 2 o isonetrie cu urna 
%3 AST —— Va 7 fiind o aplicaţie ortogonală, pentru orice x ev, 
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avon <Xx> = COx,Tx > . Dacă x E Ker 7, rezultă că <xr>= 
= <0, » 0,.> = 0 deci x =0, gi este injectivă, Be aplică acum 
Vai AY 1 


propoziţia 13 $4, - x 


Corolar. Orice izonetrie între două spaţii punctual euclidiene 
de aceeaşi dimensiune e o bijecţie. 


Propozi ţia 24, Pie £ un Spaţiu punotual euclidian finit di- 
mensional iar t i AL — E o izometrie, Dacă L. eate o varietate linia- 


ză a dui E, atunei t(1) e tot o varietate linieră e lut “FE de a- 
ceeagi dimensiune cu Le ? 

Demonstraţie, Pie SSV subspaţiul director al lui L iar 
Da V — V urma lui 7, Restrioţia "ls 1 8 —— 1(8) este tot o apli- 
caţie ortogonală iar din T(8) = dim 8. Conform propoziției 14 84, 
+(L) e varietate liniară a lui + cu subspaţiul director T(8), deci 


are aceeași dimensiune cu Le 


Observaţie. Intrucît aplicaţiile ortogonale se caracterizează 
prin faptul că invariază produsele scalare şi normele vectorilor, re- 
zultă că izometriile unui spațiu punctual euclidian se caracterizează 
prin faptul că păstrează unghiurile şi distanţele dintre punote, 


Meorema 25, Pie EA un spaţiu punctual euclidian n-dinensiona] 
cu spaţiul director V, Aplicația tub — & este o izonetrie dacă 
şi numai dacă există un reper ortonormat pd (0 se: :10p)_al lui 
astfel încît între coordonatele (Pine Fa) ale unui punct arbitrar 
pe & „ Coorăonatele (7je.::, 9) ale lui t(P) şi coorăonatele 


(ba neesba) ale lui t(0) în aceast reper să exiate relaţiile: 
_— 5 —————— 


a) pina piei 16 isa 


iar pentru orice 1<j, ka, 
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(2 E *4j i Sg 

Demonstraţie, Rezultă din teorema 12 G4 şi din cele stabilite 
ta capitolul II, $8. 

Definiţie, Vom spune că o isometrie î + f —= (5 este izonetrie 
proprie (improprie) dacă şi numai dacă urma ei este o aplicaţie orto- 
gonslă proprie (impaopeie) Isomeţriile proprii se mai nunesc depla- 
sări tax oale improprii, aati-deplasări» 


Beamole. franslaţiile unui spaţiu punctual euolidiaa, avind 
aplicația identică dzept aplicație liniară indusă, sint exemple de 
depăasări.» In schizb, mimeteia față de un punot fiz 0, pentru care 
aplicația liniară indusă 7: Y ——Y e definită prin Px = -x pentru 
opios 2&Y (T'apațiul direotor ei lut E ) eato o anti-deplanare dacă 
dimansiunea dul T eate impază, 

Un alt exemplu de isometrie este simetria unui spaţiu punctual 
euolidtaa în raport cu o varietate liniară a sa Le Aceasta e 
detiniţă oa fiind aplicația + : fi —— Îi ce asociază fiecărui punot 
Pat simateton sia (2) Zaţă de proieoția ortogonelă a lui P 
pe LI. Mai preois, dacă Ce & , fix arbitrar iar P! este proiecția 
ortogonală a lui P pe L, avea: 


(45) Din $ (38 + dt) 
71 fină mijlocul segmentului de capete P pi t(P)) sau 
(4) Ot(P) = 205! - 0P 


In particular se poate lua CEL. Atunoi t(0) = 0, astfel că obținea 
aplicația liniară indusă: 


Ei 


i 
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(5) (05) = Ot(P) = 2PrgOP - OP 


unde 8 e subspaţiul director al lui L iar Pr-OP este proiecția veoto- 


rului GFev pe subspaţiul $. 7 este astfel aimetria spaţiului veotoria) 
V în raport cu subspaţiul 8. Ba e o aplicaţie ortogonală a lui V ou 
proprietatea că 2 = 14. In general, 2s demonstrează că simetria unui 
spaţiu punctual cuolidian n-dimensional în raport cu e varietate linia 
ză a sa de dimensiune p este o izometrie proprie sau improprie după 
Cum n-p e par sau impar. De exemplu, simetria faţă de un biporplan e 
întotdeauna o izonetrie improprie, pe oînd simetria faţă de o dreaptă 
e o isometrie proprie dacă dimensiunea spațiului e impară, respectiv 
improprie dacă dimensiunea spaţiului e pară. 


Definiţie. Be numeşte centro-izonetrie a unui apațiu punotuai 
cuolidian o izonetrie 00 invariază un punot al spațiului, 


0um orice isonetrie cate o aplicație afină, resultă conform 
teoremei 19 $1 că ea este o compunere dintre o centrosizonetrie şi o 
translație. In cazul particular în care spațiul Î cate chiar un spe 
Viu euolidian, centro-isometriiie stat chiar aplicațiile ortogonale, 
Btudiul ler a fost întreprina în capitolele IX și ă, A 


Polonină teorema 24 oap+X 67, puten face urmățoarele preoisăzi 
cu privire la centro-izometriile unui spațiu punctual euclidian (stu- 
Ai ind aplicaţia ortogonală indusă): . 

1. Dacă dimeneiunea spaţiului este ] și urma centro-izometriei 
Uau Y ——Y are unioa valoare proprie 1, atunoi Uz = x pentra orice 
xeY, iar dacă valoarea proprie este =], atunoi Ux = =x pentru orice 
xeY. In prinul caz aven de a face cu aplicația identică iar în ai 
doilea caz, cu simetria faţă de punotul fix O al spațiului punotuai 
euclidian, 
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2,1) Dacă dimensiunea spațiului e 2 şi urna oentro-izonetriei, 
U are wădăoina caracterjatică A = cos 0+ isin 0 ,-F7<9s7 
atunci există o bază ortonornată (eisez ] a spaţiului euolidian în ca- 
ne matricea lui U e de forna 


cos 6 sine 
6 
49) -sin 0 cos? 
Deci, pentru orice vEY, v = x + vez aven Uv = x'ej + 7'e2 unde: 


z! = xooa 0 +y aia 0 


2 YI! m-x sin 6 + y cos 


U este daoi o aplicaţie ortogonală proprie iar centro-izonetria 00 
respunzătoare e o rotaţie de unghi $ în jurul punctului fix 0, In 
particular, dacă 0 = 0, aven aplicaţia identică, iar dacă Ga 7 
simetria faţă de punotul fix 0, 


11) Tot în dimensiunea 2, dacă urna centro-izonetriei U, :V—V 
are rădăoinile caracteristice reale 1 şi =], atunoi există o bază orto= 
normată a spaţiului euolidian, | eusez ; în oare matricea aplicaţiei 
de una din formele: 


9 a CE a aie 


(9) z' ax x" e x 
sau 
za y'ay 


478 


In acest caz U este o aplicaţie ortogonală improprie, iar centro- 
4zometria corespunzătoare este simetria faţă de o axă (axa x-lor res- 


pectiv axa y-lor în spaţiul punotual euclidian bidimensional). 


3). Dacă dimensiunea spaţiului euolidian este 3 şi urna centro- 
izometriei, U : V.—m V are rădăcinile caracteristice Astst1 


şi 42,3 = cos 0 £ i sin9,-7<0s7, atunoi există o bază ortonorna= 
tă [ ejseare3 | a lui V în oare matricea lui U e de forma 


€ o +) 


(20) O cos sin 6 


0  -sin0 0088 


U e aplicaţie ortogonală proprie, respectiv improprie după cun E ml 
sau E = =], fină desorisă prin relaţiile: 


Pat ae. 
(a) y' = yoos 0 + az sin 0 
z! = =y sin + 2 cos0 


dacă £ = 1, respeotiv prin: 


X! = x 
(22) y' = y cos 6 + 2 sin 0 


' z! = -y sin 0+ z 0050 


dacă £ = =, unde v= z2, + Ye, + ze; e veotor arbitrar din Y iar 


"0, + y'0p + z'e3 =Uv. 


Pentru € = 1, centro-izonetria corespunzătoare este o rotaţie 


de unghi € în jurul axei x-lor , Dacă € = -1, centro-izonetria este 
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o compunere dintre o votație de unghi 9 în jurul axei x-lor, urmată 


de o simetrie în raport cu planul 2 =0. 


Bineînţela, matricea de rotaţie de ordinul doi putea i situată 
şi în poziţiile (1,2) 


cos 9 sin 9 [*] 
(23) -sia 9 cos 6 [+] 


[*) 0 € 


(în acest caz rotația efeotuindu-ae în jurul axei coordonatei a treia, 
2) respectiv în poziţiile (1,3) 


cos 6 0 sin 0 
(aa) o Li -] 
-sia 6 [+] cos 6 


(în acest cas rotația fiind efectuată în jurul axei 3-lor). 


a Cazurile particulare oare pot interveni ar fit 


a) En.1, 89=0 1 aplicația identică 
d) Eni, Q=7 ; simetria faţă de o axă, 
0 E m.l, 0.0 ; simetria faţă de ur piun 
d) Ex, Qa7 1 simetria faţă de originea reperului, 


cars poate fi privită ca o compunere a transformărilor b). şi 0). 


In cazul general al unui spaţiu punotua! suolidian n-dimenaio- 
nal, folosind teorema 24, cap.ă, $7 puten afirma să orice centro-izo- 
metrie proprie este o compunere de rotații în n = [3] plane bidinen- 


sionale (varietăţi liniare de dimensiune 2) ortogonale între ele. 
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Analog, orice centro-izonetrie improprie se compune dintr-o centro- 
izometrie proprie ce păstrează o axă fixă, urmată de o simatrie faţă 

- de un biperplan ortogonal pe axa fixă. Mai facen observaţia că orice 
centro-izonetrie proprie într-un spaţiu punctual euclidian âe dinen» 
siune n = 2m+1 (n 20) are o axă fixă, ceea ce nu se întîmplă întot- 
deauna dacă n = 2m (cazul în care aplicaţia ortogonală asocțată nu 
admite pe ] de valoare proprie). 

De exemplu, dacă n = 4 iar forma canonică a matricei aplicaţiei 


ortogonale asociate centro-izonetriei este 


cos 6 sin 0 +) 


-sin 9 cos? 0 o 


L= [+] o 2 0 


(25) ' 


atunci, 4 se poate scrie sub forma unui produs a,două matrice: 


(26) „ss 6 sin 0 o 1000 
-sin 0 oos6 0 0 o 100 
o [+] - SI -) 0 0 10 
o [+] 9 a 0 00-a 


prima coregpunzînă unei rotații în planul bidimensional x0y (a1 priue- 
lor două variabile, ce invariază planul bidimensional 204 (al ultine- 
lor două: Variabile) iar cea de a doua, unei simetrii în raport cu hi- 
perplanul ortogonal pe a patra axă a reperului, 

In schimb, dacă forma canonică a matricei aplicației ortogona- 
le asociate centro-izonetriei eate 
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cos? sin 0 [:] 

-sin 8 cos? 0 [+] 
(17) 0 +] cosf sin f 
o 0 aim ooa(P 


atunoi avem de a face cu două rotații aimultane în planele bidimensio= 
nale ortogonale între ele x07 și z0t. . 

Pie NA un spaţiu punotual euolidian iar GI("£) mulţinea tu- 
turor izometriilor bijective, (Dacă € “cate finit dimensional, orice 
"izometrie e bijeotivă), GI() cu operaţia de compunere constituie un 
grup, unit grupul izonetrio al spațiului punctual euclidian $ . 
ar(%) este un subarup al grupului afin GA( d). In plus, mulţimea cen- 
tro-izometriilor formează un szap izomorf ou grupul ortogonal al spa- 
țiului euolidian director, 

Definiţie, Be numește geometria ouclidiană a unui spațiu puno- 
tual euolidian studiul acelor proprietăţi ce sînt păstrate de aplica= 
țiile grupului inomatrio, Aat?el de proprietăţi se numesc euclidiene, 


Abservaţie, Cum orice aplicaţie izometrică e un tip particular 
de aplicaţie afină, toţi invarianții din geometria afină ae regăsesc 
în geometria euclidiană, An văzut că un astfel de invariant e noţiu- 
nea dn varietate liniară, In capitolul urmâtor von studia o altă no- 
iune ce e un invariant al geometriei afine, respectiv a celei eucli- 
dienei hipercuaâricele, p 


(da. 2/s0a asc.25 
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CAPITOLUL XII 


Hipercuadrice 


In acest capitol von studia hipersuprafeţele de gradul doi 
(hipercuadricele) unui spaţiu afin. Vom preciza invarianţii în raport 
ou transformările de reper afin şi von pune în evidenţă forma lor ca- 
nonică, Un interes aparte î1 prezinţă studiul hipercuadricelor pe un 
spaţiu punctual euolidian. A 


$1. Hipercuadricei invarianță afini 


Pie c6P spaţiul afin real n-dimensional în care s-a fixat un 
reper A (Open nere)e 


Definiţie, Be numeşte hipercuadrică în 4 (sau hiperauprafață 
de gradul 2) mulţimea tuturor punctelor ue a căror rază veotoare 


x = OU satisface ecuația: 


(a) a(x,x) + 2b(x) + c =0 


unde a(x,:) e o formă pătratică,b(x) o formă liniară (pe spaţiul direc- 


tor), iar c o constantă. 
n 
Dacă în baza fixată GU=x= PREA atunoi ecuaţia (1) se 
PI 
poate pune aub format 


n 
(2) P(x pese) = Tia x 3 + 2), x, += [+] 
1,41 i=1 
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Xenia sânt coordonatele punctului M în reperul fixat, Forma pătra- 


tică constituie grupa termenilor de gradul doi iar forma liniară, cea 

a termenilor de gradul întîi din ecuaţie. Fe tot parcursul acestui ca 
pitol vom nota coordonatele cu indici inferiori, fără a utiliza conven- 
ţiile din algebra tensorială, Mai mult, coordonatele unui punct din 
spaţiul afin (punctual euclidian) bidimensional sau tridimensional vor 
i notate x,y respeotiv x,y,z, Hipercuadricele, în spaţiul afin bidimen- 


sional se numesc conice şi au ccuaţiu generală. i 


ayp22 + 2ayp3Y + appă€ + bx + 2bo7 +00 


iar în spaţiul tridimensional se numesc ouadrice şi au ecuaţia genera- 
lă: 


832 + + a ză + 2 +2 2 + da 332 + 
12 33 *257 * Coop 13 
+ 2bx + 223 + 2bza + 0.0, 


Observaţie. E posibil ca în spaţiul afin real considerat să nu 
existe nici măcar un singur punot care să satisfacă ecuaţia (2). Vom 
spune atunoi că hipercuadrica e imaginară, De exemplu, eyaz2 = = 
este ecuația unei efere imaginare din LE * 


Datorită numărului mare de termeni pe care-i conţins 
( 3 (m+1)(n+2)) , stuâtul hiperouadricelor pe ecuaţia generală (2) 


cue0i, De aceea, în cele ce urmează ne von pune problema reduce- 
711 ecuaţiei unei hipercuadrice la o formă cît mai simplă, echivalen- 
tă cu cea inițială, formă ce se va nuni canonică, 


> 
Preoizăn că două figuri ale unui spaţiu afin sînt echiva- 
lente dacă şi numai dacă există o transformare afină bijectivă a spa- 
iului, prin oare ele să ee transforme una într-alta, De exemplu două 
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varietăţi liniare de aceeaşi dinensiune sînt afin echivalente. De ase- 
menea, orice elipsă a unui spaţiu punotual suolidian bidimensional e 
afin echivalentă ou cercul” unitate, 


Vom arăta în continuare că într-un spațiu afin hiperouadricele 
pot £i distribuite într-un număr finit de olase de echivalență. 


Definiţie. Se numeşte olasifioare afină a hiperouaâricelor 


unui spaţiu afin partiia lor în olase de eohivalenţă. 


Penţru început vom studia comportarea ecuaţiei unei hiperoua- 
dnioe la o transformare a reperului afin, Să pornim deoi de la ecua- 
ţia (2), dată în reperul E A CIC RPEEEEL It) gi să presupunen că sohinba- 
rea de reper e dată print 


: 
8) xn d_oag 33 * di 14i<a 
si 


unde E: CEE i sînt coordonatele panotului arbitrar M e" în nou 
, 

reper, d (0% sea. ..04)e Matricea 0 = (0432 &i,i<n e nesingulară, 

fiind matriosa schimbării bazei în spațiul director. Inloouinăd 

XyvososoXp prin relațiile (3) în ecuaţia (2) a hiperouadricei, obți- 


(4) 2.3 z, x +2 


este deci matricea formei pătratioe iar e! se va numi matricea 
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hiperouadricei. âmbele sînt matrice sinetrice, Vom nota de asemenea: 
x i 
. - 


(6) S= det £ x A = det 4 


După sohinbarea de reper pusă în evidenţă nai sus, matricea formei 
pătratioa din ecuaţia hiperouadricei devine Pi = (asa 1,3 <a 


4 PA 
iar a hiperouadricei, R=) a - i -) Ne propunea în continuare 


tă Lă dul 
+ Bac 
să vedem ca elemente rămîn invariante prin transformarea de reper 


afin, Mai preois, aveh următoarea: 


i tr ormare de reper afin ri varianţi, 


ntru ronaârioă:_r. 6, ra Aşi $ (dacă _Î 4 0). 


Demonstraţie + CE fiind matricea unei forne pătratice, la o 
schimbare a bazei efeotuată ou matricea 0 se transformă după lsgeat 


Lă 
£ otto, Qun 0 este o matrice nesingulară, rezultă că rang A. 
= rang: 6 + De asemenea, dacă notăm cu $ = ast £' , obțineni 
4 = 
Ş'a (ast 0)2 5, Semai spune că d este un invariant relativ al 


Lă . 
hiperouaârioei ( Ă dizeră de S printr-un faotor pătratio), 


Pentru a studia acum comportarea matricei Ş a hiparouadricei 
la sohimbarea de reper afin (3), von face observaţia că pentru orite 


sapa senăp)ea există (2790202) ceai ou 243 10 astfel 


3 
că x, = — „ 1&i€n. Intr-adevăr, luînd 201 1 aven 2, = xy 

z 

ml . 
1£1i$n, In general n-uplul (org neo en) ea” fiină dat (n+1)-uplul 
(an eeesăar 2) RI corespunzător, nu e unic determinat 

Ă a 
de conâiţiile x = pi A 1 Sin căci pentru 
m e ki 
4 
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Az0, zi = A js Li nel verifică uceleași relaţii, 


orice 
(zoo va Zay1) se numesc coordonatele omogene ale punotului 


= * 


16 SEI AI 
Cu ajutorul coordonatelor omogene (24 = Xp Ls itn; E * 1) 


ecuaţia (2) a hipercuadricei devine: 


n+l 4 
> 20 sg 2 Wp=0 


(7) 
k,s=1 


unde A nl Ol k* LI „ 1 ksn iar 81 nl * ec. Mai mult, fvr- 
mulele (3) de transformare a coordonatelor se pot sorie atunci sub for- 


mat 
nl 
1€k sn 


Li 
se da 28 


(8) 


1s$i<n, iar LEE a le 


2 

unde xp e e 94 ma = du Cn 420% 
nl 

Din ultima ecuaţie, sa = E * 1, Dacă notăn cu 0! = (Os)ak, sens 


matricea din relaţiile (8), aven: 
(9) : 
n 


deci, det 0! = det C. Avantajul pa care-l oferă transformarea (8) faţă 
de (5) constă în faptul că ea este o transformare liniară de ooordona- 
te, Matricea Ş a hipercuadricei, fiind matricea formei pătratice din 
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membrul stîng al ecuaţiei (7) se transformă atunci după legea: 
Br zo0't for, cun C* e nesingulară, rang „8 = rang 8 . Notină 
2 


cu A' = det 8 » avent Aa (det 0')“ A = (det oa „ cu alte cu- 


vinte şi A este un invariant relativ al hipercuadrioei, Totodată, 
din cele stabilite mai sus rezultă că 


e = atat 0 = 3 Cancă Ș20). 


(det 0) 


In cele ce urmează von introduce noţiunea de centru a1 unei 
hiperouadrice, Reamintiu că în capitolul Xla fost definită simetria 
unui spațiu afin în raport cu un punot P, al său. An văzut că eaeo 
tranaformare centro-afină bijeotivă, Dacă în spaţiul afin real n-dinen= 
stonal V$ 1 considerăn reperul fixat A (0,ejse+:r0,) iar în acest 


reper P(23, +10) atunoi se poate constata ugor că ecuaţiile oare 
desoriu simetria în raport cu Py+ pe oare o von nota ap ALA 
o 


vor fin 
(o) Yş == x + 234 1Si<n 
Înăe Cp pese) sînt coordonatele unui punot arbitrar P € cf! iar 
(yo) cele ale lui sp (P) în reperul considerat, 
o 


Definiţie, Se numeşte centru al unei hipercuadrice 8 un punot 
Peck ou proprietatea că oricare ar fi Pe 8, s (pes. 
o 


Von stabili în continuare în ce conâiţii o hiperouadrică are 
centru şi vom indica meţoda de determinare a centrului, atunoi cînd 
acasta există, 
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Propozitia 2, Pie A (0uej,+::10p) un reper fixat îndf?. 
Punotul P(x eeea) este centru al hiperouadricei de ecuaţie (2) 


dacă şi nunai dacă coordonatele sale sînt soluţii ale sistemului 11- 
niar neomogens 


LL] 
(32) Zig ea =o 1<ita 


Demonstrație. Pie P, centru al hiperouadrioei (2). Pransla- 
tind reperul pă (0,0 +:+59) astfel încît P, să devină originea 


noului reper, FR epnogreecr0p): Dacă (39,030) sînt coordonatele 


lui Pe în veohiul reper, translaţia va fi dată de couaţiile: 
(22) Ti xx 1£i<n 


(are) fiină coordonatele unui punot arbitrar din Pe -îni în vechiul 
reper, iar L€ PEDETE A9) coordonatele sale în noul reper. Bouaţia hiper- 


auadricei devine: 


n IA 1 
(23) A 23 a I3+ 29)daş x + 70 Aa le CELE +4) =0 
1,j=l in dal 
Bouaţiile simetriei în raport ou originea noului reper sînt: 


(aa) ELA isa 


Cum P, e prin ipotesă centru, o dată cu ecuaţia (13) "prebuie să fie 


satiatăoută şi gouaţia: + 


n E: SR -) A 95 
(25) da 2, 3747 = 2 uri * DOI, + Pardo eozd) = 0 
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pentru orice punct P(y ness) de pe hiperouadrică. Din ecuaţiile 
(23) şi (15) rezultă: 


L:3 
Şase by =0 cica 


Deoi, coordonatele centrului, dacă exiatță, satisfac un sisten liniar 
noomogen a cărui matrice e chiar matricea formei pătratice din ecua- 
ţia hiperonadricet iar termenii liberi sînt coeficienţii formei linia- 


x. 
Reciproc, dacă coprâonatele punotului P, satisfac sistemul (11) 


făcină translaţia reperului în P» ecuaţia hiperouadricei are în acest 


reper forma redusă 
n 


(46). Îi si Yi Tg Potase sete) .0 


B acum evident că, originea reperului e centru pentru hiperouadrică, 


Observaţie. Bintemul (11) mai poate £i soris sub format 
3 BD (piece) = 0 Liga 


unde P este funoţia din membrul stîng al relaţiei (2) prin care e defi- 
nită hipercuaârica, = Xe 
Definiţie, Sistemul de ecuaţii (2 pe care trebuie să-l satie- 
facă ovordonatele centrului se numeşte sistemul centrelor. 
Acest sisten are soluţie unică dacă gi numai dacă 540. Von 
spune în acest caz că hiperouadrioa aste ou centru unio. Dacă $=0 
spunem că hiperouadrica e fără centru unio, In acest caz hiperouadrica: 
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poate avea o infinitate de centre, cînd sistemul (11) este compatibil, 
b 
cu alte ouvinte atunoi oînă rang 46 = rang 46, unde 06€ = (4 l) 
i ii] 


(A4* e oonstituiţă din primele n linii ale matricei A a hiperoua- 
ârioei). Dacă sistemul (11) este incompatibil (rang 4 zans 5%) 
atunoi hiperouadrica nu are centru. Pacen observaţia că, întruott 5 
este un invariant relativ în raport ou transformările de reper afin 
rezultă că proprietatea hiperouadri cei de a avea centru unio nu de- 
pinde de reperul folosit, In general, existenţa centrului (unio san 
nu) eate o proprietate ce nu depinde de reper. Mai mult, mulţimea cen- 
trelor unei hiperouadrice (ud = 0) formează o varietate liniară a spa- 
ţiului afin, de dimensiune n - rang X, : 

Definiţie, Spunen că hiperouadrioa (2) este nedegenerată 
(degenerată) dacă AA4O0(An=0). 


Propoziția 3. Dacă hiperouadrioa de ecuaţie (2) într-un reper 
fixat are centru unio de ooordonate (x9, sasea)» atunci P(x), ssnăt)a Îe 
Demonstraţie. Efeotuln o translație de reper astfel încît 
originea noului reper să fie în centrul hiperouadricei, Po(x9p+:-1x0) 
In noul reper ecuaţia hiperouadriocei va avea forma redusă (16), In 
acest reper determinantul matricei 2 a hiperouaâricei va fi: 


8 ::**âa 9 


. Fi seat, e neaxd) 


Desesee:0 P(zgaoeesxt) 


, [i 


A 
Deci Sr = Pra eee x0) gi cum Sr - $ demonstraţia e încheia» 
tă, : 
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Observaţie. Prin efectuarea unei translaţii de reper, 009- 
fioienţii formei pătratioe din souația hiperouadricei rănîn neschin- 
baţi iar după o transformare. centro-afină de reper, constanta din 
ecuaţia hiperouaăriocei rămîne neschimbată, Mai mult, translatînd re- 
parul astfel încît originea sa să fie centrul hiperouadricei (oînd 
acesta există) ecuaţia hiperonadrioei devine 


i a 
243Y473 + Ia = 0 
isi 
$ 2. Clasificarea fină a hiperouadricelo 


In acest paragraf ne voma pune problema determinării unui 
reper al spaţiului afin în oare ecuaţia unei hiperouadrico să aibă 
forma oît mai simplă. Vom pune în evidență toate tipurile de foraa 
canonice ale hipercuadicelor într-an spaţiu afin, obținină astfel 
clasificarea lor afină, In paragraful uenător von facs olasiticarea 
euolidiană a hiperouadricelor. 


Teorema 4. Printr-o transformare afiui de reper ecuaţia 
rio ice dintr-un spațiu afin n-dimensional poate £ 


adusă Ja una din formele canonice: 
(D ze psp A a? . €a.0 
ou 1srsn gi £ = 0,le 
UD azi met Aată = 2 apa 20 
su les n-lj iar A 40, isigri în ambele cazuri, e este rangul 
matricei formei pătratice din ecuaţia hiperouadricei. 


Demonstraţie. Să considerăm că iniţial, în reperul 
R (0,opsee:59p) hiperouaârioa e dată prin ecuaţia (2), 31. Pentru 
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forma pătratică din ecuaţia hipercuadricei există o bază (oare ] 


în spaţiul director V, în care ea să aibă forma canonică: 
(7) a(x,x) = Ca temei pă Out, 1sisn 


unde yjse+Yp sînt coordonatele vectornlui x în această bază. Se 
ştie că numărul coeficienţilor nenuli coincide cu rangul matricei £ 
a formei pătratice, Să presupunem că acest rang este r(l<r<n) şi 
că Laser “dp sînt coeficienţii nenuli. Schimbarea bazei în Y atra- 
ge după sine o transformare centro-afină de reper. In noul reper 


A doveje eso) hipercuadrica va avea ecuaţia: 
(18) Cp tecet Cp? + 2047] teeet2bia + 0 =0 


Bfeotuînd acun translaţia: 
ij 


DN 
(9) [apa ra Isis 


YI = 23 r+l << n 


ecuația hiperouadrioei devine 


Li U 
(20) Lune șoast Egal + 20 ea2epate e *t2ba2a + a! =0 


»_ „ia . 
b 
unde o! =0- d/a + Sînt posibile două cazuri: 
iz1 4 
A) Dacă rang A = vel sau rang A = r, atunci după transla- 
ţia (20) toţi oocefioienţii formei liniare trebuie să dispară, deci 


Li LU] 
LIREI see sba = 0, hiperouadrioa având forma canontoăt 


(21) aa non. DR +0'=0 
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unde o! 4 0 dacă rang B = ri şi o! = 0 dacă rang A = ». Notînă 
ou A4s- 3 „ Isisn dacă o' 40, obţinen forma canonică din 


snun ţi 


(03) And eumetăgit = € =0 


cu 14r<n, £ua0,l iar Agnes gt toţi nenuli. 


Aven două mari categorii de hiperouadrice ce au acest 
tip de formă canonică: 

1) Hiperouadricele ou centru unio, caracterizate prin 
faptul că rang Pf n, sot 540. In acest caz, r = n, Dacă hiper- 
ouaârica e nedegenerată, rang SĂ 3 n+l iar forma canonică va fi! 


(22) Asi +... apă 1 


Hiperouadrioele ou această formă canonică într-un reper afin se nu- 
noso hipersuprafeţe ovale de gradul doi (hiperouadrice ovale). Dacă 
hiperouadrioa e degenerată, atunoi rang 3 = n sar forma canonică 
este 


(23) LIT fesast vi = 0 


Aceste hiperouadrice se numesc conuri de mradul doi (sînt conuri ce 

se sprijină pe hipersuprafeţe ovale din subspațţii afine de dimensiune 
nl) ) 

. 2). Hiperouadrioce fără centru unig, caracterizate prin fap- 
tul 0ă $ = 0, deoi rang dÎ= e < m, Dacă rang „= +1 forma oanoni- 


că a ecuaţiei unei astfel de hiperouadrioce este: 


(23*) aan. +... 4 208 =1 
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ele numindu-se gilinâri aultipli da ordin n-r, Aceşti cilinâri se spri- 
jină pe hiperauprafeţe orale dintr-un subspaţiu afin de dimensiune e. 
Dacă rang 8 = r, forma canonică va fi: 


(za) Ag? eee gt a 0 


hipernuprafeţele corespunzătoare numindu-se țoţi oilinări multili de 
ordin n-r, Ei se sprijină pe hipersuprafeţe degenorate dintr-un sub- 
spațiu afin r-dimenstonal, Ambele tipuri de hiperouadrice sînt dege- 
merate, avînd o infinitate de centre (sistemul centrelor e compatibil, 
nedeterminat) . 

B) Dacă vang 2 = r+2, atunoi după prima transformare de re- 
per în ecuația (18) e prezent efectiv măcar un termen al formei liniare, 
Bventual printr-o renuserotare a indioilor (ce corespunde unei trana- 
formări centr-o afine de reper) putem considera că b,,) 4 0. Bfectuini 
goun transformarea de coordonate afine 


D= 2 lsisr 
4 
aa ua patesti 2, + 2 ) 


| a = 53 m2 <J sa 


obținea forma canonică YI 


(II) Lu e unse pul - 220 


Hipercuadrioele ce au această formă canonică nu au centru (sistemul 
centrelor este incompatibi1). Avem două categorii importante de hiper- 
ousârioce ou acest tip de formă canonică: 


1) Hiperouadrioe nedegenerate, caraoterizațe prin faptul 
că rang A = n+1, deci r = a-l. Porma lor canonică este: 


495 


(26) Cali iese ae MED = aLu-ai0 


şi se numesc paraboloizi. 


2) Hiperouadrioce degenerate, pentru care rang i < nl 
iar 1<r<n-l. Ele au forma canonică daţă de ecuația (II) şi se numse 
oilinâri multipli de ordin n-r-]. Aceşti oilinâri se sprijină pe para | 
boloizi dintr-un subspațiu afin de dimenstune ml. 

Rezultă acum imediat: 


Corolar 5. Două hiperouadrice ale unui spaţiu afin n-disen- 
ional. sînt afin echivalente dacă şi numai dacă au aceeaşi formă ca- 


nonică. 


Observaţie, Dacă spaţiul afin n-dimensional considerat este 


real, atunci aven posibilitatea reducerii fornei pătratioe din sonația 
hiperouadriocei la forma normală, astfel încît formele oanontoa (1) şi 
(II) din enunţul teoremei 4 pot fi aduse printr-o stlimbare de reper afin 


la una din formele normale: 


(n) Teo = 2 = Pop cani 
Car) TA monre To ao out -2 0 
Carr) DA eee o go seo Baa 


ou ltrsn, 0C<psr, r= rang . 


Binb considerate distinote acele ecuații care na se pot obţine una 
dintr-alta prin amplificare cu (-1) sau printr-o renumerotare a varia- 
bilelor, Cele trei tipuri de hiparouadrice avînd formele normale de sal 
sus nu sînt afin echivalente. Am obţinut astfel olasifioarea afină a 
hiperonadriocelor unui spaţiu afin real, pentru fiecare olasă de echi- 
valență avînd oîte un reprezentant ce are una din ecuaţiile (11), (11!) 
sau (III!) de mai sus. Pentru n = 2 se obţine clasificarea afină a 00- 


nicelor iar pentr n = 3, clasifioarea afină a ouadricelor, Vom insista 
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asupra acestor clasificări în spaţiile punotual euolidiene, 
$ 3. Olasifio e Xo! se; 


Intrucit orice spaţiu punctual euclidian este în particular 
un spaţiu afin şi orice invariant al geometriei afine este şi un inva- 
viant al geometriei euclidiene, toate rezultatele din $1 ou privire la 
hiperouadrices existenţa centrului, invarianța rangurilor natricelor 
şi B preoun şi a oîtului determinanților lor = (oîna 57 0) 
rămîn valabile în geometria euolidiană. Luorîndu-se însă ou repere 
ortonornate şi sohimbările de reper fiind izometrii, apar invarianți 
moi. Ne propunem în continuare să punem în evidenţă aceşti invarianţi 
gi să stabilin elementele noi ce apar în reducerea la forma canonică 
a ecuaţiei unei hiperonadrioe în acest context, Folosind notațiile din 
$ 1 aven următoarea: 

Teorema 5. Pentru o hiperouadrică într-un spaţiu punotual 
euclidian rămîn invarianţi la o transformare de reper ortonormat; 
zans , rang A, A: det 8, S= det c£ gi polinomul caracteris- 
tio al matricei E. i 

Demonstraţie. Avem de demonstrat praotio doar invarianţa 
celor doi determinanţi şi a polinonului oaraoteristio al matricei &, 
Să considerăm că iniţial, într-un reper ortonormat „A. (Opere: 93), 
hiperouadrica are ecuaţia (2) din 31. Fie 


n . Ş 
(27) 4 eu = DI PR L<i<n 
| j=l 


o transformare a reperului ortonormat, Matricea 0 = (041 & 1,3<n 


va fi ortogonală şi în plus, de determinant +1 (izometrie proprie). 
Matricea 0 e de fapt ohiar matricea de trecere de la baza ortonornată 
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(0J9+»*9p Ja baza ortonormată i eee. ... e 


Din demonstrația teoremei 1 ŞI, avea: . 


Sa (det 0025, A'a(aeto)2A (unde 

Sa det, Aa det 2" , dar Lp a sînt reapeotiv 
matricea formei pătratioe din conaţia hiperouaâriocei şi matricea hi- 
perouadrioei în noul: reper). Oua prin ipoteză, det 0 = +1, rezultă 
invarianţa celor doi determinanţi. P6 de altă parte, CE fiind matri- 
ooa unei forme pătratioe într-o bază ortonornată, sa e totodată maţri- 
cea unui operator autoadjunot pe spaţiul ouolidian director, 
Din teorema 3, capitolul X, polinomul său oaraoteriatio, 


PA(A) a det (96 -AY) 


nu depinde de baza spaţiului vectorial. In conoluzie, polinomul oaras- 
teristio şi în particular ocefioienții săi nu se sohimbă la o tranafor- 
mare izomotrică de reper ortonornaţ, 
Observaţie. In spaţiul punotual euclidian tridimensional | 
pentru ouadrioa de ecuație 
axe + «2232 - spa? + 20,237 + 2040 + 202375 + 


+2bjă + 2027 + 2bza + 0.0 


(într-un reper ortonormat) matricea formei pătratice este 
PI 2 023 
Le zi i oi 223 
m. 923. 933 
iar polinomul său oaraoteristio, 


e de d tal E pe Te CEI 
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unde | 
I = 839 + ap + az3 a Te 


Ia la ma “2 %23 | | a 3 
2 %22 %23 435 233 023 
$= det £ 


In oonolusie, pe lîngă S mai sînt invarianţi și coeficienţii I și J. 
Mat mult, dacă Aj+ Ag» Az sînt cele trei rădăcini ale couaţiei carao- 
teriatice, deoi valorile proprii ale matricei 4 „ atunoi: 


Ia A + Aa +A3 
In Ada + Aa d3 iz 
PE Ag d243 
relaţii bine cunoscute între rădăcini şi coeficienți, 


In ceea ce priveşte educarea 1a forma denonică a ecuaţiei 
unei hiperouadrice într-un spaţiu punotual cuolidian, se procedează t 
ou totul analog ca în $2, avind însă grijă oa toate transformările de 
reper să fie izometrii (proprii de obicei). Mai precis, avem urnătoa- 


(D As +a... ast - €.0 


cu icrcn gi e=01 
(11) apa +... LI - 2.0 


Ei 
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ou 1€r:sn-l, iar Aj £ 0, LSir,în ambele cazuri, r e rangul 


matricei formei pătratice din ecuaţia hipercuaăricei, 
Demonstraţie. Observăm din enunţul acestei teoreme că 


cele două tipuri mari de forme canonice sînt aceleași ca şi în cazul 
afin. Transformările de reper vor fi însă altele. Astfel, pentru for- 
ma pătratioă din ecuaţia hiperouadrioai se aplică teorema 18 din ca- 
pâtolul X 35. Briată deoi o bază ortonormată Î €j;+.:10, ja spațiului 
euolidian director, formată din vectori proprii ai operatorului auto- 
adjunct de matrice 6 , în oare forma pătratică să aibă forma canoni- 
că 


azer) = AgTîneent Apă AşeR, Leica 


Treoorea de la baza ortonormată iniţială (epsess0aj la baza orte- 
noraată [operei ] determină o transformare centro-isomotrică a 
reperului ortonormat din spațiul punotual euclidian, Făcînd convenţia 
oa determinanti] matricei sohimbirii de bază să fie +1, centro-izone- 
tria este o rotaţie generalizată, Coofioienţii A,,..., Ap din forma 
canonică sînt valorile proprii ale operatorului autoadjunot de matrice 
XE (adesea, pentru a ușura exprimarea, vea spune că sînt valorile pro= 
prii ale matuioei L ) iar numărul ooefioienţilor nenuli coincide, aşa 
cun se ştie ohiar cu rangul matricei £ „ După rotaţie, ecuaţia hiper- 
ouaârioei devine: 


(28) Î pet aetă + 2 AgIytee+2/Anlp + 0 = 0 


unde IreYa sînț coordonatele punotului curent de pe hiperouadrică 
în noul reper, In continuare, efeoţuind ca gi în cazul afin transla- 
Via: 


(29) Is = 24 = BE: 1<itn 


ebținsm ccuaţia 
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(30) A 020 eee a pal + 2 Aparut 0002 Ana * e! =0 


2 x 2 
unde o! =0- i. Bînt posibile două situaţii: . 
1 
4). rang A = rel sau ri A =», cas în oare după trans- 
laţia (29), Jamu 3+**2 An = 0 iar hiperonadrţca are foraa canonică 


(32) Aga +... E +01 =0 


unde a' 4 0 dacă rang As r+],iar o! = O dacă rang Bv. In prirul 
caz, împărțind ecuaţia ou -0' obținea forma canonică (1) din enunț, 
ou E =1 iar în al doilea caz se obţine diraot forma canonică, cu 
£=0, 

Există, oa şi în cazul afin, două mari categorii de hiper- 
ouadrice cu această formă canonică: cu centru unio (e = n) respectiv 
fără oentru unio (0<r<n). 

Din prima categorie ao parte, așa cum vom vedea, elipsoizii şi hiper- 
bolizii dacă sînt nedogenerate, respectiv hiporsuprafeţele conice 
(oonurile) dacă sînt degenerate, Din a doua categorie faa parte oilin- 
Arii multipli, care sânt hiperouadrioe degenorate, 


B). Dacă rang A =_m+2, putem presupune, la fel ca în para- 
graful precedent că As A 0 de exemplu, Se poate determina atunci 
o isomatri e prin care hiperouadrioa să fie adusă la forma canonică 
(11) din enunţ. Introadevăr, afectuiad rotația: 


u = 24 1sisz 


Are 
ÎN re va, 20 “a 
+ Aia Aia la 
NE 2 Apa * p „ue 


r +3<I<n 


/ 5ol 


în meile coordonate, ecuația hiperouadriocei devine: 
2 î 2 2 2 
(33) Au Peeet App = 2% Je seat AL ne20mel ? 2 Az3i+3 + 


....+ 2 fata +0! =0 


Repetînd acest tip de izemetrii, se ajunge în final la forma: 


(35) Aqvă eeeet Al = 2 Spa to! =0 


2 
în $ = | A mptenet pa ER(0] . In sfirgit, în urna translaţiei 


IX, = Sif 
(36) ul 
' 
Il E Va % 
XI - vă +2 < j sa 
se ajunge la ecuaţia 
(37) Aee eat A 2 = 2 ao 


Impirțind acum ecuația (37) ou $ ebţinen forma canonică (II) din 
enunţ şi de accastă dată von avea, ca și în spaţiile afine două ocate- 
sorti de hiporouadriae ou acest tip de formă canonică: cele wedogens- 
rate (e = a-l) oare wr fi parabeloizi eliptioi sau hiperbeliot, pes- 
pectiv cele medegenerate (1 < nu-l) care nîat oilinări. Toate aceaste 
hiperouadrice sînt,, aşa cun ştia, fără dentru. 

Ne propunen acun să facen clasificarea euclidiană a hiper- 
cuadriceler, Vom porni de la cele două forme canonice din enunţul tee- 
remei 6 şi vom pune în evidenţă toate situaţiile particulare meeohiva-, 
lente euclidian ce pot interveni, In particular, pentru n = 2 şia=3 


x 


(aa. 52/9388 Fase.26 
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obținea clasificarea euolidiană a conicelor respectiv a cuadricelor, 
Preoizănu că două figuri ale unui spaţiu punctual euclidian sînt euoli- 
dian echivalente dacă şi numai dacă există o izometrie prin care se 
transformă una într-alta, RI 

Pentru ca studiul ce-l întreprinden să fie cît mai sistena- 
tio, vom pune întfi în evidenţă hipercuadricele oa centru unic, urmînd 
ca apoi să le prezentăn pe cele fără centru unio, De fiecare dată von 
indica şi reprezentările grafice pentru cuadrice, 


1. Hiperouadrice cu centru unic 

Sînt caracterizate prin faptul că rang (= n, deci toate 
valorile proprii ale matricei E atat nenule, Există două posibili- 
tăţia A 
4). Hiporouadrice nedexenerate, pentru care rang Ba n 
(44 0), Intr-un reper ortonormat cu originea în centrul hipercuaâri- 
cei şi cu versorii axelor vectori proprii normaţi ortogonali doi cîte 
doi, hiperouaârioa are forma canonică (I) cu € =1, 

Menţionăm că în acest caz, reducerea la forma canonică se 
putea face şi în ordinea următoare: 

1), Deterninarea coordonatelor centrului şi translație 
reperului în centru, ce conduce la ecuaţia: 

a 


4 
ZA 47 4 Ş=0 


1,d=1 


11). Rotirea reperului efeotuată astfel încît versorii 
noilor a să fie vectori proprii ortonornaţi, transformare ce cendu- 
ce la ecuaţia: 


(38) Ari meu Ante -Şso 


unde Agnes Aa sînt chiar cele n valori proprii nenule ale ma- 
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tricei «£ . Be poate ajunge acun la forna canonică (1) prin împărţi- 


B A 
rea ecuației cau - e 
Notînd 


(39) . = |-%] 1€ isa 


CEA 


gcuaţia oanonică a hipercuadricei se poate pune sub forma: 


e, 3 adi E: 
(40) fast LL în ese: 1 
iz E [+ “pe “a 


abatraoţie făotna de numerotarea variabilelor, Dacă toate valorile 


proprii Ajpeess A au același semn (oentrar semnului lui E . 


atunoi p = n iar forma canonică devine: 


E cdi 
(1) o. ..+ să 
sa C- 


Acest gen de hiperouadrică se numește elipanid (n-1)-dimensional, 
Ia particular, dacă Rs ese sapa obținea sfera (n-1)-dinensio- 
mală de rază a, Dacă valorile proprii au toate acelaşi sem cu *., 


forma canonică devine: 


2 2 


Di 
(42) ho... .-] 
E al 3 


hiperouadrica numindu-se elipsoid imagindr. Cînd 0<p <a, hipercuadri- 
sa se numeşte hiperboloid de indice pe ri 

In general, n;::+8, se numesc soniarele hiperouadricei, 
In cazul hiperboleidului de indice p, ayp+-+»8.se nunenc seniare 
tranaverse iar Rppareăa seniaxe conjugate. Elipsoizii gi hiperbo- 
loizii sînt singurele hiperouadrioce nedegenerate cu centru unio într-un 


spuția punotual euolidian, 
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In particular, dacă dimensiunea spaţiului este 2, obținea 
oonicele nedegenerate cu centru unio, care pet avea una din formele 


canonice: 


+ =) elipse 


% + î - e14pe imaginare 


a 
- - 5 =1 hiperbele 


(în folosit pentru peniaxe notațiile a) = a, az = b, iar pentru ooerdo- 
natele punotului curent de pe conică: 2, = X, ap = I). 

Dacă dimensiunea spaţiului e 3, obținen cuadricele medege- 
merate cu centru unic ou formele canonice: 


= Ea E + 3 =] elipaoid 


5 E 2 bă lipaoid imaginar 
. - elipao: 
F, a + z - pi 
2 
5 - - - 2 =1 hiperboleid cu o piază 
a o d 
z2 
pie al + + TR Mea hiperbeloid cu două pînze, 
şi . 


(An folosib pentru seniaze notaţiile: a, = a, a = d, asc ar pen- 
tru coordonatele punotului curent pe ouadrică: z = I, sp= IT, . = 2 


Notaţiile folosite mai aus pentru cuadrice şi conice le 
von adopta şi în. oontinuare, In stabilinea formelor canonice pe care 
le au reprezentanții claselor de echivalență de conice san cuadrice 


. 
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facem abstracţie de nunerotarea variabilelor, fapt pe care l-am subli- 


niat în cazul general, al hipercuadricelor, N 


B). Hipercuadrice degenerate, pentru care rang B= n, (420). 
Forma canonică într-un reper ortonormat e de tipul (1) cu E = 0. In 
funoţie de semnele valorilor proprii, ecuaţia canonică a unei astfel 


de hipercuadrice poate fi pusă sub una din formele: 


P-- „2 s2 z2 LA 
(43) one = BEL _.... —=-0 
Să. *9 m i 


8, = Ti „I6itnș O<pen, biperouadrica numindu-se con de gra- 
i 


dul doi, sau 


(44) vo.. = = 0 
zi ini 


în care caz se numeşte con imaginar, In al doilea caz hipercuadrica 
are un Bingur punot reali originea reperului. 

In spaţiul bidimensional, conicele degenerate ou centru 
unio au una din ecuaţiile canonice: 


: - - =0 două drepte concurente 
sau 
S + ă = 0 două drepte concurente 
a b 
) Amaginare 


„In spaţiul tridimensional, cuadricele degeneraţE ou centru 
unio au una din formele canonice: 


Sg sa 
=: de-i SE At, con real 
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sau 


E = 0 con imaginar 


ultima avînd un singur punct real: originea reperului, 

In continuare, von indica reprezentarea grafică a ouadri- 
celor ou centru unio a căror forme canonice le-an pus în evidenţă nat 
sus. Facen întîi observaţia că pentru toate, planele de coordonate sîut 
plane de simetrie, deoarece gohimbînd X în -X, Y în -Y sau 2 în -2 ecua- 
ţiile onaâricelor nu se schimbă, De agemenea, axele de coordonate sînt 
axe de simetrie întrucît sohimbînd Y în —Y şi Z în -2 (respectiv 1 în 
-I şi 2 în -Z, sau X în -I şi Y în -Y) ecuaţiile cuadricelor rămîn ne- 
sohimbate. Punctele de intersecție ale cuadricelor cu axele de simetrie 
se numesc vîrfuri, Von nota tot cu 0 originea reperului în care cuadri- 
oa are forma canonică, 


Llisoidu], 
2 2 
IL Z 
pei 


are şase vîrfuri reale: (€ a, 0,0), (0, tb, 0), (0,0, £ c). Inter- 

secţiile elipsoidului cu planele de coordonate sînt toate eclipse, Ast- 

fel, intersecția ou Z = 0 este elipsa + Z = 1, cuY =0 e elipsa 
L) 


ze RE 


2 2 
RE + p- = 1 iar ouă = 0, elipsa si + în = 1, Reprezentarea grafică 


a elipaoidului este: 


/ 
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suprafaţa elipsoidului e mărginită, punotele sale fiind situate în 
paralelipipedul  -asXIa, -bsIs<b, -0s2so, 
Pentru b a o pân 


căi capu ti 
2 = 
a d 


he 
intersooţia cu Ponere Z=bh AER sînt elipse: 5 + i = 1+ pi 


de semiare a | 1 + = gi b J 1 + = „Cum raportul semiaxeler mu de- 
pinde de h, elipsele ari asemenea între si, Virfurile elipaeler des- 
soriu hiperbolele p - 2 =1 şi 7 E = ], hiperbole ce se 
obția din intersecția suprafeţei cu planele de coordonate i = 0 şi 

X = 0, Elipsa din planul 2 = 0 are seniaxele cele mai mici, ea nunia- 


du-se elipsa colier a hiperboloidului cu e ptasă. Vîrfurile reale 
ale ouaâricei sînt: ( £ a,0,0) gi (0, £ b, 0) iar reprezentarea grafi- 


Hiperboloidal cu aouk ia, 
-% - - + z da: : : 
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are doar două vârfuri reale: (0,0, £ c/ obținute prin intersecţia 

cu axa 02, Intersecţiile sale cu planele Z = h (beR) sînt: 

ga ja e Z 

m-ai iz =p- 1 ele fiind elipse reale doar dacă h € -o sauh>o, 

a o! â 

Aceste elipse sînt asemenea, iar vârfurile lor descriu hiperbolele 
5% E in prin interseoţia 

- + = 1gi- + = 1 care se ob mterseo cua- 
»b o A a 02 Be 


dricei cu planele X = 0 respectiv Y = 0, Reprezentarea grafică este: 
z 


i Psi 
Observaţie. Hiperboloizii sînt suprafeţe nenărginite, ca şi 
toate ouadricele ce le vom studia în continuare 


Pentru conul 


interseoţiile cu planele Z = h, hER sînt elipee de seniaxe Ei i ba . 


Blipsele sînt asemenea iar vârfurile lor desoriu perechile de drepte, 
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rospeotiv 
gi p--4 


obţinute din intersecţia conului cu planele * = O respectiv = 0, 
Reprezentarea sa grafică este: , z 


[] Li . 
Observaţie. Ecuația 'oonului ee mai poate sorie sub forma: 


Da i Va î 


de unde obținen e familie de drepte situate pe con numite peneratoa- 
1 
Piti 


Ze ac$e 
= Acea 
Zi(-p i! 
se mai spune că, conul e o suprafaţă rimlată, 
Analog, ecuaţia hiperboloidului ou o pînză, % + : - 2 = 1 
a L) 


se poate scrie sub forma: 
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(Xe By) că-Z)ocae boat) 


astfel încît avea două familii de drepte situate pe suprafaţă: 


Ie Bo aca+6) 
A€R 
Zu oicu-ţ) 
respectiv 
Deo praf) 
HER 
Z-dsica+3) 


Deci hiperboloidul ou o pînză va fi e suprafaţă dublu riglată, adniţină 
două familii de generatoare, 


2. Hineromedrioe fără centru unio 


Sînt caracterizate prin faptul că * = rang A <a (5=0). 
Aven două mari categorii: 


A). Mipercuadrice nedezenerate vor fi acelea pentru care 
r = n-l, iar forma canonică într-un reper ortonormat ce are versorii 
axelor vectori proprii normaţi ortogonali doi cîte doi este dată aşa 
cum am văzut de ecuaţia: 


2 
A pata set A aa fa-l -2$r,=0 
ou $ 4 0 oonbtantă reală, A ]9***9Ă pu Valori proprii nenule ale 
matricei , Având în vedere semnele valorilor proprii, ecuaţia hiper- 
cuadricei se poate pune sub forma: 


[A 
n 


22 22 z2 
(45) ho... PL AA - 2 
2 “n a 


a-l 


[ă 
[ră 


popă 


(Os p £ n-1), abstraoţie făoînd de numerotarea variabilelor. Dacă p=0 
Bau p = a-l, spunea că avem un paraboloid eliptic. In acest caz valsri= 
le proprii au toate același semn, Dacă 0O<p<n-l, paraboloidul ss. nu- 
meşte hiperbolice de indice pe 

Conioele ce corespund tipului descris sînt parabolele, Ia 
acest cas r = 1, Parabolele sînt deci conice nedegenerate fără centru 


avînd forma canonică 
x2 = 2pf , pe 


Ia spaţiul punctual euclidian tridimensional, ouadricele 
medegenerate fără centru au una din formele canonice: 


5 + E =22 paraboloid eliptic 
a 
sau 
5 E = 22 paraboloid hiperbolio 
a 


Ta ambele cazuri, r = 2 iar ecuația caracteristică pentru nosste cua- 
dice este: 


ACAE e TA e dud 


Deci, Ap m 9 unde 4 și A aînt valorile proprii nenule, Rezultă 
că, dacă I>0, valerile proprii au același semn şi cuaârica e parabo= 
1oid eliptic iar dacă J<0, au sense contrarii iar ouadrioa e parabo- 
1o4d hiperbolia, : 

B). Mipercuadrice degenerațte. Forma lor canonică într-ua 
reper ortomornat poate £i atît de tipul (1) cu r<n oît şi de tipul 
(11), cu r <a-l (cu staţiile din enunţul teoremei 6). Le von studia : 
pe rînd, 


5la 


a) Dacă rang dar 2, rang 8 = 141, forma canonică e de 
primul tip, ou £ = 1. In funcţie de semnele valorilor proprii, ea se 


poate pune sub forma: 


(46) ho. - esse EP e 
ri “pu A 


(O <ps<r). Hipercuadrica se numeşte cilinâru multiplu de indice p. 
Ea are o infinitate de centre, 


Observaţie. Dacă $ opusees0ae e,10++90p je baza ortonor- 
mată (formată din vectori proprii) în care ecuaţia hipercuadricei are 
forma (46), atunci E = 8p Copos, ) este un subspațiu r-dinensio- 
nal a] spaţiului euclidian director, In subspaţiul punctual euclidian 
corespunzător, ecuaţia (46) corespunde unei hiperouadri ce nedegenerate 
cu centru unic, pe care s-o notăm LI „ Pie E complementul ortogonal 
al lui 5, deci îi = 8p (osygne++r0p)» Pentru orice a erp tranala= 
via de vectori a aplicată punctului curent de pe hipercuadrica 8 
îl menţine pe hipercoadrică de ecuaţie (46). (Coordonatele ce se modi- 
fică neapărînd în ecuația hiperouadricei), Deci, hiperouadrica de ecua- 
ție canonică studiată se obţine prin translatarea hiperouadricei 5% 
în toate direcţiile subspaţiului E; „ Mulțimea tuturor centrelor cilin- 
drului va fi subepaţiul E]. 

Dintre conice, acest tip de formă canonică o gu perechile 
de drepte paralele (reale sau imaginare): 


y Rata 


In spaţiul uclidian tridimensional, dacă r = 2, aven urnă- 
toarele cuadrice de acest gen: 


2 i + 3 oilinâra eliptic real sau 
pa Rd mică imaginar d 


a b 
E % 
inc, - a =] cilinăru hiperbolio 
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In acest caz ecuația caracteristică fiind aceeaşi ca la 
paraboloizi, aven cilinăru eliptic dacă I>0, respectiv hiperbolio 
dacă I<0, j 

Dacă r = 1, ouaârica e degenerată într-o pereche de plane 
(reale sau imaginare): 


Rata. 


») Dacă rang dar <n, Yang A. 7, forma canonică e tot 
de prinul tip, ca E = 0, In funoţie de semnele valorilor proprii, ea 


se va putea sorie sub forma: 


s2 s2 2 s2 
(47) vo... - -.... d so 
Să Ic elită i 


(0<psr) Biperouadrioa se numește în general țot oilinăru multiplu 
de indice p. Hipersuprafaţa oilinârică e obţinută prin translatarea 
unei hipercuaărice degenarate a aubspaţiului E) = Sp(ejpe::04.) în 
toate direoţiile subspaţiului Li Ea are o infinitate da centre. 
Conicele ce corespund acestui cas sînt dreptele confunda- 


te: 
X2 = 0 

iar cuaâriocele vor fi pentru e = 2: 

x2 3 două plane secante 

ape 9, reale 

72 es : două plane secante 

> e ddr da 0 imaginare 

iar pentra m 3305 două plane confunâate: 
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Observatie. Se poate considera că planele secante de ecua- 


ție & - îi = 0 ar fi generate prin deplasarea dreptelor: E + 4 „0, 
a b 


20, şi Î-[=0, 2 =0 din planul X0Y prin paralelism de-a lungul 
axei 02, 

0) Dacă rang A arce a-l, rang Ba 2, forma canonică 
e de al doilea tip (din teorema 6), In funcţie de semnele valorilor 


proprii, se poate pune sub forma: 


(48) ho... - ..... pn. 22 Pi 
A d “ua gât 


(04 pr), Aceste hiperouadrice nu aa centra şi se numesc tot cilindri 
multipli. Hipersuprafața oilinârioă e obținută prin translatarea para- 
boloidalui din subspaţiile B, = Sp(ojps.-p04) de ecuaţie (48) după 
toate direcţiile subspaţiului E, + 

Conioce de acest gen nu avem, iar cuadriaele ce corespund 
cazului desoris sînt cele pentru oare e = rang i 1 iar rang A -3. 
Forna lor canonică într-un reper ortonormat va fi: 


72 = 2pr » pe 


gi se nuneso oilinâri parabolioi, 


Dintre ocuadricele fără centru unio von reprezenta grafic 
paraboloizii şi oilinări. Pentru paraboloidul eliptio 


! 5 + = 22 


planele de ocordonate XI = 0 şi 7 = 0 sînt plane de simetrie iar axa 
02 e axă de simetrie, Interseoţiile cu planele 2 = h sînt reale doar 
pentru h>0, aceste intersecţii fiind elipae asemenea, Virturile lor 
desoriu parabolele 12 = 2023 şi 2 = 2022, obținute prin intersecţia 
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paraboloidului eliptic ou planele-! = 0 respeotiv X = 0, Originea re- 
parului e singurul vîrf al paraboloidului, Reprezentarea lui grafică 


este: 


Observaţie, Paraboloidul eliptie 5 + 5 = =22 e simetri- 
Li 


oul celui reprezentat în raport ou planul X0Y făosnă deci parte din 
acesași olasă de echivalență, 


admite şi el planele X = 0 şi ! = 0 drept plane de simetrie iar axa 
02 axă de simetrie. Interseoţiile sale ou plansle Z = h sînt hiper- 


bolele 4 - = 2h oare pentru h>0 au a semiaxă tranaversă şi b 
seniaxa conjugată iar pentru h<oO, b e semiaxă tranaveraă iar a seni- 
axă conjugată. Intersecţia cu I = 0 e parabola x e 2003, ou desohi- 
deroa spre semiaxa 02 pozitivă, iar intersecţia cu X = 0 e parabola 
Ta =2023, cu deschiderea spre semiara 02 negativă. Reprezentarea sa 
grafică este: 
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Observaţie, Bouaţia paraboloidului hiperbolio poate £i 
morisă sub forma: 


Că po că-poo za 


astfel încît această suprafaţă conține, la fel ca şi hiperboloidul 
ou o pînză, două familii gsneraţoare (e dublu riglată): 


XI, Poaa i - 
Ig da 
De godz 

pea 


go 24 


 Qilinărmeliptio 


5 + 5 =1 

a b 
are planele de coordonate şi axele de coordonate elemente de simetrie, 
Virfuri sînt (£ a,0,0) şi (0,b,0). Interseoţia oilinărului cu orice 
plan ce trece prin axa 02 aste o pereche de drepte care constituie ge- 


] 5? 


mneratoare pentru oilinâru, Astfel, de exemplu intersecţia cu planul 
XI = o e pereohea de drepte I = t b, X = 0 iar intersecţia oa planul 
I = 0 e pereohea de. drepte X = € a, I = 0. Generatoarele sînt parale- 
le cu axa 02, Interseoţia cilindrului ou orioe plan Z=h, hERe 
elipsa di + 2 a 1, 2 = h. Deoi, cilindrul poate fi obţinut pria 


translatarea vlipsei ps + si = 1 din planul Z = 0 de-a lungul axei 
a 


02, sau prin deplasarea unei generatoare de-a lungul elipsei din pla- 
nul 2 = 0, ea rămînînd paralelă cu 02. Reprezentarea grafică a cilin- 
drului eliptio este: 


Cilizărui hipertelig 
S-a 


are, la ?e1 cu ce0l eliptio, planele de coordonate şi axele de ooordo- 
vata elemente de simetrie, Are un singur virf real, (£9,0,0) tar in- 
toracoţia cu orice plan ce trece prin 02 cuprins între planele 


I+ [o şi 3-[=oe v pereohe de drepte ce-a generatoare pentru 
" oilinâru, Intersecţia ou orice plan 2 = h, hsă, e hiperbola 


E - = = le 2 = hb, astfel încît otlindrul poate £i obţinut pria 
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translatarea acestei hiperbole de-a lungul axei 02 sau prin deplasarea 
unei perechi de generatoare de-a lungul hiperbolei din planul X0Y, ră- 
mînînă paralele cu - 02. Reprezentarea grafică este: 


Observaţie, Atît pentru oilinărul eliptic oît.şi pentru 
09] hiperbolio dreapta 02 e dreapta centrelor, 


Cilindrul parabolia 


12 = 2pI , p>0 


are axa O0X axă de simetrie iar planele Y = 0 şi 2 = O plane de sine- 
trio. Generatoarele sale sînt paralele cu 02, oilinârul parabolic 
putind fi obţinut prin deplasarea unei generatoare (de exemplu chiar 
02) paralel ou ea însăși, sprijinindu-se pe parabola I2 = 2pX din 
planul Z 3 0, Interseoţia ou orice plan Z = h va fi parabola Y2a2pă, 
2 = h. Din nou puten face observaţia că cilindrul poate fi obținut 
prin translatarea parabolei din planul Z = 0 de-a lungul axei 03, 


Reprezentarea grafică este: 
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Acest cilindru nu are centru, 
Ia conoluzie, într-un spaţiu punotual enolidian avea urnă- 
toarea olasifioare euolidiană a ouadrioelor Y 
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con imaginar 


con real 


cilinăru eliptic (real 
sau imaginar) 


cilinăru hiperbolio 


cilindru parabolic 


două plane seoante (reale 
sau imaginare) 


două plane paralele (reale 
sau imaginare) 


două plane confundate 


Exemplul 1. Ne propunen să reducen la forma canonică ecua- 
ţia ouadricei oare în reperul canonic din spaţiul euclidian tridimen- 
sional are ecuaţia: 52 + 6y2 + 732 - 9X3 + ya — lox + 8y + lia -6=0, 


Intruoît 
5 a o 
5a| 2-6 = 162 40 
Ş [+] Ir 
5» 2.0 2-5 
„2 16 a. 
A= = =2916 4 0 
Qi va 757 
-5 3 7 


52 
ouaârioa e nedegenerată cu centru unio, Coordonatele centrului se 


determină rezolvând sistemul: 


î-27-5=0 
x + 67 + 235 +4=0 
27 + 73 +7 =0 


Obţineni x, = 14 7 = 0e ap = sle Bfeotuină translaţia: 


I=x'+1 
g=ye 


a= 31 - 


originea 0' sa noului reper va ooinoide cu centrul ouadriocei. In noile 
coordonate: x',7',3', ecuaţia ousâricei va fii 


2 4 6p12 4 712 - ext! + apa! = 18 =0 


( $ = =16), Talorile proprii ale matricei “f a formei pătratioce 
sînti A, = 3, A2=6, A3 = 9. Stim deja că ouadrioca va fi un elip- 


soid real, In reperul on originea în 0' şi ou versorii axelor consti» 
tuiţi din veotorii proprii ortogonali doi otîte doi corespunzători ce- 
lor trei valori propriii *..(3,ș, -3), 2 = (3, -3.3), 


= ( 3 [i E; , 3 ) ecuaţia ousâricei dobindeşte forma canonică: 


372 + 62 + 922 = 18, 


SE petele e i d 
(62 0/52 /22 


Relaţiile prin care se exprimă coordonatele X,Y,2 din reperul rotit 


(da. s2/saa Fase.27 
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31 translatat faţă de cole iniţiale sînt: * 
ge goga Şegy-gae) 
ri jeg -dre ue 
az gypio gas) gre) 


Exemplul 2, Von stabili natura onadrioei a cărei ecuație 
în reperul canonia din spaţiul tridimensional esta: 


X-2+1=0 
Matrioea formei pătratioe din souaţis: 


o 3 o 


o o 


= 


m 


[9] [2] o 


are Ă = det A = 0, Cuârioa e deoi fără centru unio. Cum matricea 


ouadricei i 
Q 
o 
Be z -3 


oo -ţui 


are rangul 4, ouadrica e nedegenerată, Ea va fi un paraboloid. Intruoit 
I=- Pi <0 valorile proprii ale lui A au semne diferite, Mai precis 
ele se objin din ecuaţia . 


12-40 


deci A, = 3 »dAa=- i „ Paraboloidul va fi deoi hiperbolio, 
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CAPITOLUL XIII 


Blemente de teoria bel 


Vom studia în acest capitol curbele din spațiul punotual 
euolidian ii » generalisînd apoi elenentele aflate în discuţie pentţru 
curbele din ff, Vom construi triedrul lui Frânet și vom pune în eviden- 
Şă curbura, torsiunea şi formulele lui Prânet pentru o curbă oarecare 
din P, Cîteva precizări vom face şi ou privire la curbele plane, 


$1. Durbeu definitii, exemple 


Datinitie. Se numeşte curbă parazetrizată sau (run de olasă 
E (xa1,ke2) în spaţiul punotual euolidian (61 o aplicație fi :1—=61 
de alamă 0E unde IsR oste un intexval, Dacă pentru orice ter dt(t) 40,. 
spunem 0ă 4 ente curbă parametrizată regulată sau drum regulat. Dacă 


pentru un t,€1 avea % (t) = 0, spunem că f(t,) este punot singu- 
lar al curbei parametrizate 4. 


Mulțimea | = In a 6" se numeşte imaginea (geometrică) 
a curbei paramstrizate (| . Adesea se obișnuiește să se afirme că 
pi 1— 6" este o paramotrisare, iar cuplul (fi, [) este curba 
parametrisată. Pentru a sisplitioca notaţiile, noi von spune de obicei 
că aplicația fi: 1— 2 cante curba parametrizată, avînd în moă 
implioit în vedere imaginea sa geometrică, ff fiind o funoţie veoto- 
mină, există n funoţii scalare fps. i I— E astfel ca fi(t)- 
= (2 (0)esessfp(6)) pentru orice ter. 2ynsserfg sînt componentele rea- 
1e ale funoţiei veotoriale 4 . Atunoi punotul P(x)s:-:,x), Pet 
vom apune oă este un punot de pe curba paramotrizată 4 dacă și numat 
dacă există tel astfel ca x = £,(t) pentra orice 14 in. Obişnuin 


Ş24 
să spunea că, curba parametrizată 4 e desorieă prin relaţiile: 


(D ze E), tei  ,1cica "a 


Dacă domeniul de definiţie a1 curbei parsmetrizate feste 
intexvalal compact [a,b] şi  4(a) = 4(b), spunen că $ cate 
curbă parametrizaţă închisă. Dacă aplicația / este injeotivă, spunen 
oă 4 este o curbă parametrizată simplă. Dacă 4 nu e injeativă iar 


P este un punot de pe curba paranetrizată cu propriețatea că 

po) = vez |&(t) = P] conține mai mult deott un eloment, spu- 
mom că P este punct multiplu al lui 4 + Oardinalul mulţimii 4 L(P) 
se numeşte ordinul de multiplioitate al punotului multipla P. 


Dacă I = [a,b] tar a fat St soee <tabj este 


o diviziune a intervalului [a,b] , punotele A (Eta (to))eee 
esp (1 (îp)seeofa(t)) de pe curba parametrizaţă 4! deternină o 
linie poligonală ou virfurile pe In f!. Lungimea sa este prin defini- 


A în Ne te 
ție £(4) = | pa CAR - 206)? = Si; Îz,a | + Spunea 
oă f esteo cabilă dacă mulțimea [eca)la 


(unde A parourge toate diviziunile intervalului [a,b], e majorată 
sar L(4) = sup (A) se numeşte lungimea lut $ . 

Se ştie din analiză că, dacă curba paramatrizată este regulată, de 
olasă CE (k 31), atunci oa este zeotificabilă gi lungimea sa o dată 


prin: > 
ă » |n Ă B b 
= 2 ] ' 
(2)! €(a) | PR 70) at | [e wa 
Li +a 


mat: 


unde 7! (£) || este norma Fsătorului *4'(4), ter în spaţiul eucii- 
tan n-dimensional RN, 
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Definitia. Date fiind două curbe parametrizate (de olasă 
ck, k 21) 


Purta „ P(0) 2 (E (0) psceota(0)), ter 
fi Pa (tD)=(ap (80) scap), ter! 


von spune că ele sînt echivalente şi von sorie $ —_ 71 dacă gi numai 
dacă există un difeonorfisa (de olasă ok) hi 1? — 1 astfel ca 
Poha €.. h se numeşte schimbare de parametru. 


Preoizăm că h este un difoonorfian dacă e o aplicaţie di- 
ferenţiabilă şi bijeotivă, on inversa diferențiabilă. 

Se verifică imediat că relația astfel introdusă e o rela- 
ție de echivalență pe mulţimea tuturor curbelor parametrizate din 
6, în raport ou aceasţă relație de echivalență sînt invariantei 
imaginea şi lungimea curbei parametrizate, precun şi noţiunile de curbă 
parametri zată simplă; închisă, regulată, reotifioabilă, fapt ce se poate 
demonstra imediat, 

Mai facen obaervaţia că din relaţia de echivalență 

+ (n(t')) = ftD, t'EI' obținea, pentru curbe parametrizate de 

olasă cel puţin [i 


af. 
— (ep „4t E] "er 
(3) PAI (v') pr (h(s*)) zi (+) „t'er, 


deoi veotorii i (+!) i 4 ($) sînt „liniar dependenţi (oolineari 
dacă-i privim oa veotori în VI), Dacă 2 > 0 pentru orice t'cr', 
spunem că $ gi 4 au aceeaşi orientare iar dacă erei < 0 pentru 
orice t'<I', spunea că $ și g' sînt invers orientate. ră are 


semnul constant ps I' deoarece h este difeomorfisn), 
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Exemplu, Curbele parametrizate 


pilaf D= Vu?)  —acesa, 


i 4 
4 [0,7]—â (0) = (cos, sin 0), 0s9<F 


sînt echivalente, Intr-adevăr, aplicația 


n [0,7]-—[-101] » t= h(0) = -00s0  0s6s7 


este un diteonorfisa. Cum E] (9) = sing > 0 pentru orioe 8s [0,7] 


cele două ourbe parametrizate au acceaşi orientare, Imaginea lor geone- 
trioă este semioeroul de rază 1 ou centrul în 0, situat în semiplanul 
superior şi paroura în sensul indicat mai jos: 


Definiţie, Se numeşte curbă în Z" (de fapt aro de curbă) 
o olasă de echivalență de curbe parametriszate, 

Ca orice olasă de echivalență, gi curba va fi pusă n evi- 
dență alegînd un reprezentant al său, Deoi, notația folosită pentru a 
desemna o curbă din (1 va fi: 


4) 4 Doze), + te(ab] „Letca 


subînțelegină faptul că fi [a,b] —V, pi) Capac cz), 


te [a,b] este reprezentantul ales pentru 0, 
„De exemplu, curba 0 din iii dată prin relaţiile: 


Ei 


e 
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x=acos 0 
v: y=asin? OeR, a,b>0 
s=b 
eate nuniţă elice circulară. Această curbă e situată pe cilindrul 


2 + p - a2 şi are o deplasare de-a lungul axei 02 proporţională 
ou unghiul 0 de rotaţie în jurul acestei axe: 


In fizică se foloseşte de obicei următoarea notație pentru 
curbele din 65, pentru un punat oarecare Pe 2, dacă Fa xl + y]+ E 
este veotorul de poziţie al iui P în raport ou reperul oanonio 
AR 00,Î,3,9) sar 0 este curba reprezentată parametrio 


x = z(4) 
(5) 04 ya=y(t) t e [a,b] 
s = z(t) 


4 
| 


atunci ea poate fi desorisă prin relaţia veotorială 


(6) OF), t e [a,b] 


ande Fit) = x(t)i + pit)] + m(t)E, te [a,b] 


»2t 


Pacem observaţia că, componentele lui 7(t) e v> sînt ohiar 
cele ale vectorului (tea? ( 4 fiind curba parametrizătă fixată 
-oa reprezentant pentru 0). 

De exemplu, elicea putea fi desorisă prin relaţia veotoria- 
ăi 

T=acos 0 +a sin 0]+ vot, Sea 


Pie acum 0 o ourbă regulată, i! 1 —=2" fiind un repre- 
sentant al său, Considerind EI fix iar tel variabil, punen în evi- 
denţă funoţia: 


t 
(00) E) | | co | ae 
y 
te 


Puncţia reală a este monoton crescătoare pe I pi a(t,) = 0, Pentru 

l 
t<t, s(t) <0, sar pentru t >t, s(t) >0, Pie d = s(1) iar hbiI—I 
inversa sa. s este diferențiabilă, ou proprietatea că: 


(8) &w-=]Yol>o y, ter 


Rezultă că h este şi ea diforenţiabilă gi e >0 pe d. h este astfel 


e sohimbare de parametru pentru curba parametrizată 4, Avan rolaţii= 
le: : 


(9) , ntstt)) = ti (at) 9 ct) a, ter 


Prin schimbarea de parametru h se obține curba parametrizată eohivalen- 
tă ou 4, notată 4%, unde ("(5) = 4 (h(5)), se. Această para- 
metrizare se numeşte parametrizarea canonică a curbei, iar m se numeşte 
parametrul oanonio, Punoţia a = a(t) se numeşte lungimea de aro pe curba 
0. (Hu depinde de parametrizare şi măsoară lunginea arcelor pe curba 0 
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faţă de un punot fixat ca origine a arcolor, $ (t,)). 


In parametrizarea canonică a curbei C, dată prin pa 
7" (a) =  (n(a)) avem, folosind regula de derivare a funoţiilor 0on- 
puse: 


ol = 1% ace» 80] =] ol] 


(% = b(5), a€J) şi cun || Ri E 09) rezultă că: 


(9) [a 


In această paranetrizare, lungimea arcului de curbă t, 
e 
[5g+24] SI va £i daci dată de: 


unde 
53] 


a 4 (0 four. -| “at ds = 3-5 


Exemplu: Pentru elicea: 


z = a cos 
| eiizae 0ca 


s=v0 


avea! EI (e) - col: i! mnin20+ a200020 + b2 = Y 12 + ve 


iar paranetrisarea canonică va fit: 


| 
x = (8) n a cos —— 


Y a2,p2 


7 = (5) = a sin —2— sea. 


Va2ab2 


= (o) =b fi 
, ș a24b2 
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$2. ntru_o_curbă Z? 


Pe tot parcursul acestui paragraf C va fi o curbă regulată 
de olasă CE (33) dinff iar fi 1 —fP, F(t) = (a(t)r(t)sz(t)), 
te I o ourbă parametrizată fixată ca reprezentant pentru 0. Polosind 
notaţiile din $1 von sorie: 


o: fot), „ tsi 


unăe F(t) = x(t)i + y(5)3 + a(t)k este vectorul de poziție al unui punot 
mobil pe 0. Un punot PE 3, Po(2017o'2g) Ya aparține curbei 0 dacă 


există ț,€1 astfel ca x, = x(t)» Ip = I(to)s Bg = 2(%0)e Von intro- 


duoe pe rînă elementele triodrului lui Prânet în punotul fixat dar arbi- 
trar P pe curba 0: tangenta, normala principală, binormala preoua şi 
planul aroulator, planul nornal gi planul rectificant, 


1). Dangenta 
Definiţie. Se numeşte tangentă în punotul Fe, la curba 0 po- 


ziţia limită a dreptei oe trece prin P şi printr-un alt punot P de pe 
curbă cînd PP,» 


Pentru început vom pune în evidență tangenta în P, la curba 
parametrizaţă 7 aleasă ca reprezentant pentru 0 gi von demonstra apoi 
că ea nu depinde de parametrizare, Tangenta în Fe la Yva fi atunoi 
chiar tangenta în F, la curba 0, Parametrii directori ai dreptei care 
trece pria Pana vele Pta)» I(t3)+ st) şi P(x(t),y(6),a(t)) de 
pe $ vor fii 


(2) tt) = Zet) = ate) 1 a(t) = te), n(t) Map) 
o 


La limită, cînd PP, (deci tt) obținen ohiar parametrii directori 
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ai tangentei în P, la Ea) y), E (to), it). Deci vectorul 


E eo) = 95 (to) în E (tf + 98 (ta) T imasoă direcţia taneentei. 


Acest vector uneori se uai notează CR) şi se numegte vectorul viteză 
al curbei parametrizate $ în Pg* Condiţia de regularitate impusă pen- 
tru curbă e echivalentă ou faptul oă direcţia tangentei în orice punct , 
e bine determinată (cei trei parametri direotori na se anulează ainul- 
tan) 

Pie acm fe! — 7 o altă paranetrizare aleasă pea- 
tru 0ș (6) = (z(6), 7(6), sy(6 DD Ge I', Sohimbarea de pa- 
rametri va fi dață deoi printr-un defeomorfisn (de olasă ok) hI'-——I 
h(G) = t, GET", Zie (6) . x,(6 + (e DI + s(6 JE veatorul 
de poziţie al unui punot mobil pe f,. Avem relaţiile: 


z(6) = z(n(6)) 
(6) = vs). ver 


2(G) = s(n(6)) 


sohivalente ou: Te) = T(a(G)), t'eI', Pentru punotul P, fizat 
pe curba 0 există G ser: astfel ca t, = h(G,) iar Fi = Et) = 
tz 

= T(6). Veotorii 7A(6,) pi Sc, ce au aceleași componente 

4 
ou si (94), respectiv ca tt), sînt oolineari conforma relaţiei 
(3) din $1, BRezulţă că tangentele în P, la cele două curbe parametri- 
zate alese ca reprezentanți pentru C coincid, In concluzie, ecuaţiile 
tangentei în LA la 0 pot fi sorise folosină o parametrizare arbitrară 
a sa, anume: 


(2) I - z(ta) ă I- Cta) a = z(t.) 


z'(t) rit o) 
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unde X,T,3 sînt coordonatele unui punot arbitrar e pe tangentă. 


Versorul tangentei în P, la curba C se obține normînd va0- 
torul Le). Cum 


LE cole Ce? e Cp e? e CA ey = 
=147 co = 8 e 


reaultă că versorul tangentei în P, la 0, pe care-l voa nota Ea) 
va fi: 


E CR) 
jăceol 


In această relaţie, LR este arcul corespunzător punotului Pe iar 


E ep ŞI cap = Fe 


3) Ba) = 


T n P(a) = ză(u)i + (0) + s(a)k, sed reprezintă parametri sarea 
canonică a curbei 0. 


Pacen observaţia că sensul pozitiv pe tangentă va fi sensul 
arocelor crescătoare, 


2. Planul norsal 
Definiţie. Planul norma) în punotul P, la curba 0 este 
planul ce trece pria P sie perpendicular pe tangenta la curbă în 
acest punct, Orioe dreaptă oe treoo prin P, şie oonţinută în planul 
normal se numeşte normală în P, la curba 0. 
“ Bouaţia planului normal în Po(x(ta)s I(6o), 3(%,)) 1a curba 


1 Fa F(6) = x(6)[ + x) + a(0)E, te va fii 


(4) (roate) Et) + (rr) Veta) + (a-s(ta)) dice) = 0 


Li 


unde X,Iya sînt coordonatele unui punat. asbitrar din plan, Evident, 
ca și în cazul tangentei, planul nornal rămîne acelaşi la o schimbare 
a paranatrizării, A Ă ati 

Eouaţia (4> a planului normal în P, la 0 se mi poate 
| A serie aub forma echivalentă: i 


(5) <E- Et), Si(t)>= 0 


unde £ = I[+ ie ZE, Tita) = x) + mt? stE, Piti) = 


i foi $ OREI E. i 
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tului 2, al curbei O în oara construia triodrul lui Prânet. Mai precis, 
von presupune că Pe, e | oeea ce înneamnă 
că vaotorii * (to) şi [ei (40) na aînt oolineari, Deoi £, 9 punot de 
tangentă neataționară dacă și numai dacă: A 


ECE) LR) . 08) . 4 i 
(6) . ans sa | 


re 00) = 09) ae) 


Obaexvaţie. Proprietatea punotului P, al curbei 0 dea fi 
punot de tangentă nestaţionară nu depinde de parametrizarea folosită 
pontru ourbă, Intr-adevăr, fie fii Ii — 07, (6) = (2 (0), 


Ty(6), (6), ger eo ouă 'parendtrisată echivalentă ou fi 
Bohimbarea de parametru fiind dată de difeomorfismul hi: 1! —— 1, 
h(&) = t, GET, Deci, pentru orice Ge! avem 
ze) = ze) | ; 
: 76) = ztn(e)) . 
| ay(0) = z(h(3)) 
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sau, î.(G >) = x(5 PE 03 7(6 PE 3 z(& )2 = E(n(e)). Pentru punatul 
7; fixat pe 0 există 6 €eI', cu h(t,) = tg dar vectorul de poziţia 


al lui P, în această parametrizare va fi: 


3 = E(64) = (Gt + rodi + m(6a)k: 
Polosină formulele de derivare al funoţiilor compuse, avea: 


d, d: 
a (6 = ft e 


că 5 : ai 
azăeo) = Săt) (die) A 10) store) 


2 
Din relaţiile (7) rezultă că sistemele de veatori ( dăct,), sie) 


as. 23 
1 | ae, = eo] sînt deodată liniar independente respec- 


tiv liniar dependente, 


3). Planul osculater 


Definiţie, Planul osoulator în punotul P, de tangentă neata- 
Vionară la curba 0 este poziția limită a planului ce trece prin tangenta 
în P la 0 şi prin încă un punct P de pe curbă, cînd P —2: 


Pentru a pune în evidenţă ecuaţia planului osoulator în 7, 
vom alege un representant 4 : 1—V7, P00) = (at, xi, at) 
61 pentru curba 0. Pie tp€I astfel înoît coordonatele punatel or LA 
şi P de % curbă iar această paranetrizare să fie:P, (x Ito Data) 


Bi P(x(tg+ 3t), 7(toe Ît), a(tot dt)). Bvident P—= P, dacă St ——0, 


Planul ce trece prin LA şi P şi conţine jvaDasase în P la 0 va avea 
ecuaţia: 
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X-z(tj) ro (t) - Z-z(tj) 


(8) XE ) ct) E IURI 0 


((tat5t)-x(ta) 7(totăth-r(ta) s(totăt)-z(t) 


unde X,Y,3 sint coordonatele unui punot azbitear din plan, (Ecuația (8)) 
a font sorisă ţinînd cont de faptul că planul conţine două direoții: | 
a tangentei în 2, 1a 0 şi a dreptei (22). Dezvoltină după formula 

lui faylor în vecinătatea lut t, funoţia veotorială F(t) = x(t)] + 

7UDI + a(6)E, vez avon: 


(3 te 300-7tj) = Bee) st +3 Ei (4%) St? 


| unde t*—=t, oînd St-=0. Cum E este prin ipoteză 0e1 puţia: de olasă A 
2 i 
9% 


Ci — e otnă St 0. “TI 


Inloouină acum ulţina linie a deterninantalui din membrul stîng al re- 
laţiei (8) respeotiv cu componentele veotorului Ft st) - Ut) din 
formula (9) şi folosină proprietăţile determinânților, obţinem: 


L-xt)  : roy) 2 = a(t,) 


(20) E (t3) Y (+9) E] (ta) 3 o 


E DC - 0 at 


La limită, oînă dt —=0 obţinem planul osoulator în 
| P, la curba parametrizată 71 


] 


X = x(ta) Y = I(ta) 2 = z(to) 
7 a 
(11) 3 (to) E. (ta) x (to) =0 
2. 2 2, 
dx d: dz 
ară (to) ât (40) at? “3 


Schimbînd acum reprezentantul ales pentru 0, respeotiv oon- 


Biderînă curba parametrizată €, : 1! —f Ye) - 


= (xy(6), p(6), 2y(6)), G's TI! sohivaleută cu A (vezi notaţiile 
de mai sus), avem, folosină relaţiile (7) de derivare şi faptul că Pe 


are coordonatele în noua paranetrizare xy(G,) = x(t0)+ TA(6 9) = y(t) 


z,(G) = z(to) ecuaţia planului osculatori K 


X = x(69) Y = 7,(69) 2 = a(6) 


cr Be) St We) e We | = 
2 


2, 2 
Lăcă Tita Sata ăia 


unde am notat cu A = [& (64] - şi ou „= fas). 


Folosind acwm proprietăţile determinanților, constatăm că obţinen chiar 
ecuaţia (11) deoi ecuaţia pianului osculator în P, la curba 0 nu depinde 
de reprezentantul $ oxes. 


Notînd cu Lt, A (0), ACR) respectiv deternminanții: 


iz to Ec Yo Be 
FE (to)=| 2 2 A (to) = 
d z ? 22 dx 
ară (to) agă (î) a (î0 add (î0) 
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gt Yo 


2 
-- (to) SĂ (to) 


ecuaţia planului osoulator în P, devine: 


Gto) = 


(aa) bt) Groztt)) e 8 (to) arorttg))e E ep) (mata) = 0 


Normala la acest plan are direcția dată de vectorul f(t, PE Bail 
+ ACR) A care e chiar produsul vectorial E: 1038) x E: (t0)+ Eouaţia 


(14) se nai poate sorie sub forma echivalentă 


2: 2: 
(5) <E-3tt) fete CE e) > Et), fer, Ep) no. 


z 2 

Au notat ca (F-F(t,), Set, e 080) produsul mixt al celor trei vec- 
tori Fa XI + XI + 27 fiind veotorul de poziţie al unui punot arbitrar 
din plan. 


[] 


A Observaţie, Condiţia ca Pp să fie punot de tangentă nesta- 
Vionară, e esenţială deoarece dear în această situaţie deterninanţii 
te ) „At ) LICĂ ), care reprezintă paranetrii direotori ai nornalei 


da planul osculator, nu se anuloază 'simultan, 


4). Normala principală 
Definiţie. Normala principală în punotul P, de tangentă 


neataţionară la curba 0 este normala conținută în planul osculatore 


Pentru a pune în evidență direoția normale prinoipale în 
Por precum şi ecuaţiile sale, von fixa cu și pînă acum un a mrd 


paul, pe) a (ate), 7e)us(t)), ter pentru curba 0. 
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Pie Et) = zi . rit + a(t)E vectorul de poziţie al lui P.- 
x 
Versorul tangentei în P, la 0 este Ta) = E doi (9), unde 8, = st) 


este aroul corespunzător lui P+ Can | (s)]2 = <E(s), E(s)>= 1, 
pentru orice arc s, prin derivare în raport cu s obținea: 


(6) 2<îa), Gs)> =0 Y.s 


Rezultă că vectorii LORE de sînt ortogonali, astfel încît puten 
afirma că [0 este direcția unei normale în P, la curba 0, 


Intruost funoţia veotorială F depinde de a prin intermediul 
parametrului ţ, avea relațiile: 


Taj) = e = eo die 
Ea) = = SRI OD DE CR) = 03) 


22 
E 0) fiind combinaţie liniară a vectorilor te) gi tă, xezul- 


(27) 


tă că dreapta ce trece prin P, şi are direcția dată de OR) e conţi- 
nuţă în planul osculator în P, la 0. Această dreaptă e chiar normala 
prinoipală, Direcţia sa am pus-o în evidenţă pornină de la o curbă 
parametrisată particulară. Piind însă derivata versorului tangentei 

în P, la 0 în raport cu parametrul canonic, sa este independentă de pa- 


rametrizare, Versorul nornalei principale în P, da curba 0 va £i notat 
LCR ) i dat de: 


a8) Mao fo | 
[8] Ea i 


Ecuațiile nornalei principale în punotal Po(z(tp) (te) (60) la 
curba C vor fit 


XI = x(t.) Y = y(t) 2 - z(to) 
pup pap = OR) 
ds o da o da [-] 


Pacen observaţia că nu e nevoie într-un exemplu conoret 
să se obțină reprezentarea efectivă în raport ou arcul a curbei, deri- 
varea funoţiei vectoriale în raport ou a efeotuindu-se după regula 
de derivare a funoţiilor compuse, 


Fu DR 
Bensul vectorului 3 (5) nu se schimbă dacă schimbăm 
L] 


orientarea pe curba 0, Intr-adevăr, efeotuînd transforiarea de parane- 
tra canonic 8 = =a , obţinem: 


8.-Y 
= E i Dai 


Vom orienta normala principală cu ajutorul sensului vectorului fiu) 


Condiţia ca P, să fie punot de tangentă nestaţionară e esen- 
Vială pentru sorierea ecuaţiilor normalei prinospale în Po .. fiind 
echivalentă aşa cun von vedea cu condiţia ca ză (54) 40. 


5), Binormala 


„Definiţie. Binormala în panotul P, de tangentă nestaţiona- 
ră la curba 0 eate normala ortogonală planului osoulator, 
Evident, versorul binormalei, notat B(s,) (a, fiind arcul 


corespunzător punctului LA) este produsul vectorial al versorului 
tangentei și al versorului normalei prinoipale, deci aven: 


(20) Be) = ej) z Ia.) Y 
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şi nu depinde deoi de reprezentantul ales pentru C0,Bensal pozitiv pe 
binormală va fi deoi bine determinat de relaţia (20), ounosoînă sensul 
pozitiv pe tangentă şi pe normala principală, 

Pie acum fi 1 —=85, p(t) = (x(t), 7(t), a(t)), ter 
reprezentantul ales pentru 0, Există atunci te astfel ca PF, să 
aibă coordonatele P(x(t,), 7(t4), z(t0)). Binormala în P, la curba C 
fiinâ chiar normala 1a plenul osculator, parametrii săi direotori vor 
ti ohiar f(tj), Alt), (tg), detiniţi în relaţiile (13), Deci, 


avea: 


(2) Stop) = Bei e Bei Cpt 


Ye2ep «B2t) + Cât) 


Bcuaţiei binornalei în P, la 0 vor fii 


XI = x(t) YI = 3(t.) z = s(t.) 


sait a alla IER) Zu 


6) Planul zeotificant 

Definitie. Planul reotificant în punotul P, de tangentă 
nestaţionară la curba 0 este planul determinat de tangenta și binorma- 
la în acest punot la curbă, 

Normala la planul rectificant va fi deoi normala principală 
astfel încît ecuaţia acestui plan în punotul P(x) Ito) eat.) la 
curba 0 vajfi: 


(23) „(00 (Xox(tp)) + E 00) (Toy(t)) + Ea) aut): 


(8, fiind arcul corespunzător lui P,)+ Ecuația se mai poate scrie sub 
forma echivalentă: 
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(24) «E Es, F-Et)>e 


= Xe xi + ZE fiind vectorul de poziţie al unui punct arbitrar din 

plan. 3 
Definiţie. Triedrul determinat de sistemul ortonornat de 

veotori | T(5p)s Ea), Sata punctul P, de tangentă nestaţionară a 
curbei 0 se numeşte triedrul lui Prânet, Planele fundamentale ale trie- 
darului sînt: planul osculator, care conţine tangenta şi normala princi- 
pală, planul normal, care conţine normala principală şi binormala şi 
planul rectificant, determinat de tangentă şi binornală, : 


Triedrul lui Frânet se poate construi în orice punct âe tan- 
gentă nestaţionară a] curbei C, Sohimbînăd orientarea pe curbă, triedrul 
lui Prânet e înlocuit cu simetricul lui faţă de normala principală, în- 
| truoît orientarea normalei principale se păstrează, în timp ce orienta- 
rea tangentei şi e eaemelat se schimbă, fapt ilustrat mai joa: 


X 


X Pia „Pe iasa 


(săgeata indică sensul în care e paroursă curba), 
Aplicaţie, Să se construiască triedrul lui Frânet în punc- 
tul curent a] elicei circulare 


0: F=acos9 [+ asind + bot, dea. 


(da. 52/68 Fasc.2a 


sua 


Ea 
Aven: 


£ co) = - a sin [+ a cos0]+ bk 


se co) = [co] = Li e b2 ă 


deci, 
tal z 
E (o) = za sin? Ţ , a cos. $, z 
a2uv2 | a24v2 a2+»2 
sar 


Eco» 
pă = 4 CE co» = cae» 
E 03) 


at a = „ a008 97 _ a inf 
PEIRCI Va24 add PERI 2 a24b2 a s2, p2 ] 


Versorii tangentei, normalei prinoipale şi binormalei în 
P(a cos € , a sin, b9) vor £i respectivi 


A tie mată PT 
aâ+v2 


Sce) i (0) x (0) « Din 27 _ b ooa 97, ap 


Je2+v2 a24b2 a24b2 


(R şi E sînt de fapt funoţii de parametrul canonic a, prin interma- 
dim du 6). 
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LA 
In particular, dacă $, = 4 , în punctul PJ(0,a, L-5) 


obţinen: 


LIS PEPE Sp SE 
Ă a2,v? a2,b2 


Ecuațiile tangentei, nornalei principale şi binormalei în- 
tr-un punot arbitrar pe elice vor fi reapectivr: 


7 


L-a cos „L-as, az 


- a sin? a cos$ 
Xa 000? „L=aaia? „2-00 
- 0086 - sine [+] 
Xa coat „Xa 8in€ „ab? 
sin? - b 9050 Li 


2-3 
Es ÎL = —— (tangentă) 
ERA | 
i i AN Vi i A * (normala principală) 


(binormala) 


Cele trei plane fundamentale în punctul curent la elice 
vor i sorise ținînă cont de faptul că binornala e normala la planul 


bani 


voulator, tangenta e normala la planul normal, iar normala prinoipală 


e nornala la planul rectificant. 
Planul osculator în P(a cos 0, a sin 06 ,bâ): 


„(XI = a cos0)b sin? - (I - a sin 0)b cos0+ (3 -b2)a=0 
tar în P(0, ab Ş)i 
bea (a-b3)=0 


Planul normal în P(a cos, a sin, b?): 


-(X = a cos 0)a sin 0+ (1 - a sin0)a cos? + (= b0)b=0 


iar în PA (0, ab 3 ) 


ax + b(a-v$)=0 


Planul recțificant în P(a cos0, a sin 9, b0): 


(2 = a co8 9) 00s9+ (I - a sin 6)sin0= 0 
sar în P(0, a»3) [i 
Y=a 


Observaţie, In cazul elicei, tangenta,noraala principală 
şi binornala formează unghiuri constante ou axa cilindrului pe care 
e situată 61icea. Introadevăr, cosinușii unghiurilor formate de aceste 
trei direcţii cu axa 02 a au ii canonio (care e chiar axa cilin- 
drului) sînt: 


<> ——= oa daia fe <tă e Di 


a2+v2 a2u2 


| 
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Observăm că normala principală în punotul curent la elice este ortogo- 


nală axei cilindrului, 


8. Curbura şi torajunea unei curbe din 67 
Curbura 


Definiție, Pie 0 o curbă regulată de clasă CE(k >2) din? 


pentru oare se consideră paranetrizarea canonică, 


x = x*(8) 
0: 7 = Vi(a) ssJ 
2 = să(e) 


iar P un punct al său de vector de poziţie F*(a) = x*(a)i + y*(3)]+ 


+ 2*(s)E, Se numește curbura curbei C în punctul P numărul real (8) 
dat de formula: 


w ze) = | i 0) | 


Be vede imediat că, K(s) nu depinde de orientarea curbei și 
e invariantă în raport cu izometriile din P . 


Exemplu: Pentru elicea circulară 


x = a cos$ 
[+] ŞI = a sin %eR 
z=b0 


Curbura în orice punot e constantă. Intr-adevăr, an stabilit în aplica- 
Via de la sfîrşitul paragrafului precedent că: 


2. 
So) = - Moon? ya sia 7 
ax ai i afișe 
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deci, K(s) = zi pentru orice s. 
* 


Ne propunea în continuare să dăm o interpretare gsonetr ică 
a curburii unei curbe, Pie în acest scop Ta) şi î(8) versorii tangen- 
telor în punctele P(x(50), (80), z(50)) şi P(x(a), y(5), z(5)) 1a 
curba C iar E (8) unghiul format de cei doi vectori, numit unghi de 
oontingenţă. Vom arăta căi 


(2) E(ag) = lin Es) 
ss |s=agl 


Intr-adevăr, din proprietăţile produsului veotorial rezultă: 


(52) sin E(a) = [a x (Es) - a))l 
şi decit 


(4) 00-a —E4D— | Bo) x Re = ep SR | 
|s-s4 | sia £(s) 


obţinen atunoi, trooînă la limită 


LR 160 = Ea i el = ei leo] 
E eol = | (ORĂ 


întrucît veotorii Î(a) şi $ (5) aînt oxtogonali (vezi relaţia (16) 
$2) iar |îs)]=1. 

Formula (2) e astfel stabilită, Ea pune în evidenţă faptul 
că, ourbura unei curbe măsoară viteza de rotaţie instantanee a veotoru= 
lui unitar Î(s). Ș — 
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O primă proprietate importantă a noţiunii de curbură rezul- 
tă din propoziția urnătoare, 


Propozitia 1, O curbă din fi” este un segment de dreapta daă 


1 numai da urbur i este £ . 
Demonstratie. Pie C un segment de dreaptă din tb, 


x= Xa 


o: Ya Ig + sa ssJ 


s= + sn 


unde ( ,m,n sînt parametrii direatori normalizaţi CP 2em24n2 = 1) iar 
8, parametrul canonic, Evident, pentru orice s6J se obține E(s) =0. 


2, 2 
Reciproc, dacă E(s) = 0 pentru orice sc, rezultă pe-a ri - rr .0, 
Prin integrare, obținea ecuațiile unui segment de dreaptă, 


Vom pune acun în evidenţă expresia curburii. în raport cu 
o parametrizare arbitrară a curba, 


Propoziția 2. Pie C o curbă regulată de clasă CE(k >2) 
dia [4 pentru care se fixează o paranetrizare 


z = x(t) 
o: 7 = y(t) ter 
z = a(t) 


iar P un punct arbitrar al său, de vector de poziţie F(t) = x(t)[+ 
7(0)] + s(t)E. Atunci curbura curbei 0 în P e dată de relaţia: 


a2; 
(t) 
ay „Moe 3501 


go 


Demonatraţie, Intruoit parametrul t poate fi considerat 
Prj 9 * 
funoţie de arcul s, fie £(s) = F(t(a)) veotorul de poziție al lui P 


8 


în parametrizarea canonică. Zolosină foraulele de derivare a funcțiilor 
ia) = fo fo 
2-1 2 2, 
ed) „i e ct? e fo Să 


compuse, 


obținea: 


pia) i r=:0) . Ace) [oo = « ice die)? + Yo teo) 
- cit [ff = 5 0) 


Polosină acum relația (1) de definire a curburii,aveni 


K(s) E= 0] «E z to]. [fo = Sol s 


(a)? 
lo . g co] 
E 207 N 


Obţinen astfel formula (6) de oaloul al curburii (care va depinde ast- 
01 de parametrul t). 
Lica! 
| 2)+ Pentea un cero, unghiul de oontingentă E oorospunză= 
tor unui aro ÎD' sate egal ou unghiul noraalelor (deoi al razelor) în 
NM şi W', Dacă r este raza cercului, atunci |s'-s| = rE€ (8! respsotiv 


n fiină aroele corespunzătoare punctelor N' și 1), Deoi, Tosa a 


= Bă 2 » astfel înoît curbura cercului în orios punot al său este 
- (inversa razei), 
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Prin analogie cu cazul ceroului, inversa curburii doza 
punct al unei curbe se numește rază de curbură în punctul considerat 
şi se notează A (8) (s fiină arcul corespunzător punctului considerat). 
Deci, E(8) = Ra: Se demonstrează că raza de curbură este raza unui 


cero ou centrul pe normala principală, situat în planul osculator în 

punctul P considerat pe curbă şi tangent curbei în acest punct, Acest 
cera se numeşte ceroul osculator în punctul P la curba 0, Centrul cer- 
oului osoulator se numeşte centru de curbură în punotul sonsidorat la 
curbă, 


2), Să se oalouleze curbura în punotul curent P al curbei: 


z=t 
0. Pe = te [0,1] 


„p 


2 
Veotorul de poziţie al punotului P va fi £(t) = tI + E 3 [a 
Atunci: 


E AC It PE = 


= 0) . e te 
|toj- ag sa 


E d 

2 2 2 - 

o x să . it | = Spi-tiet 
e ae 


[go <ol ş Du mata a te 


astfel încît din (6) obținea: 


sșa 8 
A) s " TeZe2)3 ” (e2+2) 

a 
Rasa de curbură în acest punot va fi E(t) = ră = LC a . 


Observaţie. Din relaţiile 1) şi 6) care expriză ourbura 
într-un punot P curent al unei curbe rezultă imediat "faptul că Pe 
punat de tangentă nestaţionară dacă pi numai dacă Ea) 10 (E*(5) 


fiind veotorul de poziţie al lui P în paranetrizarea canonică). 


foraiunea 

Me propunea în continuare să definin torsiunea într-un 
punct arbitrar al unei curbe. Ca pi în oazul curburii, introducea 
torsiunea printr-o relație analiţică, iar apoi von da o interpretare 
geomețrică a sa. : 

Pie Po(x(s), vis), 2(80)) un punot pe curba 0, parane- 
trizată danonio, in care curbura nu se anulează (deci Pe punot de tan- 
gentă nestaţionară). Din continuitatea funoţiei K, există un interval 
J*' C ] oare conţine s, astfel încît K(5) A 0 pentru orice sc, Pentru ț 
simplifioarea expunerii, se presupune de regulă că 0 are curbura nenulă 
în ortoe punot al său. In acest caz, putem defini în ortoe punct al curtei 
triedrul lui Prânet de versori Tia), (n), (a), Derivină în raport ou 
arcul Î(s) = (8) x (5) obținea: 
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(7 - Fes) = de x Î(a) + Î(s) z E (09) 


Utilizînd acun definiţia versoralui nornalei principale (relaţia 1, 
$ 2) gi a curburii (relaţia ()) obţinem: 


ai 
ie) 
(8) E(s) = TE = zi a) 
astfe] încît 
(9) E (00) x î(a) = K(a) Î(s) x Î(s) = 0 


şi din (7) obținea: 


(10) [100 . îs) z do 


Ia seamă, 18) e ortogonal pe (5). Dar cum |B(a)|2 = 


=” (5), 5” (3) = 1, rezultă prin derivare în raport cu s că E -T00) 

e re şi pe S(s). Prin urmare, veotorul &e) e oolinear ou Î(a), 
Bxiată deoi un faotor soalar(ce depinde de 5), notat 5 (5) astfel 

oa: ş 


(a) CTE) . = 5(a) E(s) 


Definiţie, Pie 0 o curbă regulată de olasă ok (k 22) pa- 
xametrizată oanonio : ! N 
x = xă(a) 
014 ya xă(n) sej 
3 = 2%(a) 


[i 


iar P un punot al săa pentru care K(a) 4 0 . Torsiunea curbei C în 
punctul P este nuzărul real (8) dat de formula (11) de mai sus. 
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Ca şi în cazul curburii, putem constata că funcţia E ast- 
te1 definită eate invariantă în zaport ou isometrtile din 87. 

Von da în continuare o interpretare geometrică a torsiunii 
unei curbe într-un punct, Vom considera în acest s00p versorii binoraa- 
Jelor S(s,) şi B(s) în punotele Po(x(50), Y(30)+ 2(54)) , si 
P(z(8), 7(8), 2(8)) de pe 0; Pie (8) unghiul dintre cei doi vectori, 


Vom demonstra că: 
i RR it dU azi 
procedind analog ca la curbură, Intr-adevăr, cun 


sin A(s) = [5(a,) z Ga) - Be)l 


Se) = Bea) n 
IL a cereri sin A(8) [sc ni CA ii : | 


rezulță treotnd la limită: 


in A - [5 |&eol ini | $eo| i | -5(sp)ăea) | + 
|s-sa| 


ss 
o 


şi 


= [55| 


gi relaţia (12) a fost stabilită. Torsiunea măsoară deoi viteza de mo- 
taţie instantanee a veotorului unitar B(s). 


„0 primă proprietate importantă a torsiunii e dată de pro- 
pozi ţia avâltve aie A 
Propoziția 3, Pie 0 o curbă regulată de clasă 0E(k 23) 
avînd curbura nenulă în orioe punot al său. Sînt echivalente: 
1) Morsiunea se anulează în otioe punot al curbei, 


2) Curba e situată într-un plan. 
3) Versorul binoraalei e un veotor constant, 
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Demonstraţie, 1) de 3) Să presupunea că an fixat pentru C 
parasetrizarea canonică. Contora relaţiei (11), 5 (5) = O dacă şi nu- 
mai dacă Es) = 0, deoi B(s) e veotor ooastant. 


3) = 2). Pie B(s) = 5, veotor constant, P(x(30)+ 
7(53), als 3))un punot fixat pe 0 și P(x(s), g(8), y(2)) an punot va- | 
piabia pe 0, de veotori de poziţie 7*(e,), respeotiv F*(s). Atunoi, + E | 


| A CF(0) = Pop, E >= < Ep (ep), 5, > = cto5 > =0 


Bezultă oă funoţia <EY(a) - Y *(o0), 5, > este o constantă și cun 
în a, in valoarea zero, aveai 


u2 CE (o) = 5 %(a,), Î,> =0 


0u ate cuvinte, veotorul F %(8) = F %(a) ae săooşte în planul (X) 

| ce trece prin P, şi e ortogonal lui NE deoi în planul osculator al 

| curbei 0 în punotul Po. Reaultă oă Pe (7) şi, cun P e arbitrar, darba 
va £i situată în întregime în acest plane 


| . 2) mp 3) Dacă curba 0 e conținută într-un plan, planul 

osoulator în orioe punbt al său este ohiar planul curbei şi 5(8) fiind 
în orice punct P(x(5), (5), z(a)) ortogonal acestui plan, va fi un ved- 
to» conatanț, 

0 curbă din g situată într-un plan se numeşte curbă plană. 
Putem spune atunoi că torstunea măsoară rapiditațea ou oare un aro de 
curbă ne depărtează de un aro de curbă “Blanăe 

Vom pune în evidenţă expresia torsiunii în raport ou parame= 
trisarea canonică apoi în raport ou o parametrizare arbitrară a curbei, 


| Propoziția h, Pie 0 o curbă regulată de olasă CK(k 23), 
| 


gu curbura nenulă în orice punct al său. Pentru 0 fixăn parametrizarea + 
oanoni i | 
| 4 
| 


- 


PT > RIO 
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x = (a) 
Ca y = vis) seJ 
33 ză(8) 


Dacă P e un punct arbitrar al său de veotor de poziţie ? *(s) = 
= (8) + yi(8)] + 2%(a)[, atunot 


CE), ti, ra) 
Sei ad ADĂ 7: A IP 
E) 


(a) 5 (5) = 


Demonstraţie. Fie Î(s), (a), B(2) cei trei versori ai 
triedrului lui Prânet în punctul P tar K(s) curbura curbei în acest 
punot, Atunoi: 

(5) B(s) = a) x Elo) = pg) ( Io) x fi) 


Prin derivare,obţinen: 


Fi. i 2 + Lă * 
Ca6) fata) = 436 lay (die) 2 27 (o) + play Eco) x Sa (e) 


Din relaţia (11) de definiție a torsiunii, avem: 
ap B(a) = = <a) , fc) > 


deci, folosind (16): 
ag ENE ci ai 
a) Be) = = pl) e (alap Ce, E (o) e “ (> 


d dz apt age Fi ară 
roz Ca) Ta(s) a aa) e gi ( so), = (008 253) 
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2 * dă 
(i , S3ts) . Fa 20)) 
= 7 = 
| 


Fie acun 0 o curbă arbitrară, regulată de clasă 
CE o) Pi 2, Po) = at), xtv), sv), 
teI o paranetrizare oarecare a sa,. iar P punct mobil pe C de veator 
de poziție E(t) = x(6)i + y(t)] + z(6)E. Cum t e funoţie de parametrul 
oanonio s, fie Fh(a) = F(t(a)) vectorul de poziţie al lui P în parame- 
trisarea canonică, Folosind acum formulele de derivare 


Es 
id 8 
DE pot 4 E 
produsul mixt dia expresia (14) a torstuali deviaei 
E 3 X-A0li Uli -ii-u 
[a-l SF ela-ăi 


(am omis argumentul de la derivate, pentru a ușura scrierea), Inloouină 
în relaţia (14) obținea: 


9) Ba (o ago e Bo. 8 
, |&o x Fe 0) [ ş i 
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Observaţie. 1) Am văzut mai sus că o curbă este plană 
dacă şi numai dacă torsiunea ei în orice punct al curbei este nulă. 
Folosind acum expresia (19) a torsiunii, putem spune că o curbă este 
plană dacă şi numai dacă în orice punot al său, de veotor de poziţie, 
T(t), tEI avon: 


2: 3 
(eo, Sf, EP ao =o. 


2) Spre deosebire de curbură, care e prin definiție nenega- 
tivă, torstunea într-un punot al uăei curbe în spaţiu poate £i pozitivă, 
negativă sau nulă, Dacă toraiunea e diferită de sere într-un punot,sen- 
nul ei va fi acelaşi cu cel al produsului mizt ( 8, sa (9), a (%)) 


deoi, după cum tricârul format din acești trei veotori este orientat 
direot sau nu, Se poate arăta că semnul torsiunii într-un punoț dă unele 
indicaţii în caca ce priveşte “nersu? curbei în vecinătatea acestui punct 
în raport ou planul osculator. i 

3) Faptul că, atît curbura oît şi torsiunea într-un punot 
al unei curbe au fost definite prin proprietăţi geometrice (vezi rela- 
iile (2) şi (12)), nedepinzînă de sistemul de coordonate la care era 
raportată curba, înseamnă că, sohimbînd reperul, ourbura și torsiunea 
rămîn nesohiubate, Vom spune deoi că torsiunea şi curbura sînt inva- 
rianţi ai curbei, Mai mult, se poate arăta că, date fiind expresiile 
curburii şi torsiunii 


K(5) = 7(s), ” &(s) = 0(5) , seci 


Pşia tind funcţii derivabile de aroul s iar P fiind nenegativă, 
curba este unio determinată, abstracţie făcînd de poziție (respectiv 
modulo o izometrie proprie în 62). , 


Aplicaţie, Să se calculeze toreiunea elicei circulare. 


T = a cos 0 + a sin0]+ b0f, 0 ca. 


într-un punot arbitrar al său, 
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Avent 


e) = = a sin6l + a cos 03 + DE 


co) .-a cos 6i - a sin6j 


Eco) = ata 0-a ces E A 


de unde, . 

& [:5) > Săo) = ab sin OT - ab con 6] + a2E 
și î 

[8 cod x tă] =. i Aa) 
Lar 


a ; - a sin? acos b. 
(A co), Săzco), ao - a con -a min 0 | =a2b 
“a sin '-a cos 0 


Deoi, torsiunea în punctul curent la elice va fit 


Bo) «atita al- az au 


a“ (a“+b) a 


Conatatăm că torniunea, la fel ca şi curbura în punotul curent al elicei, 
e constantă; Mai mult, se poate demonstra că o curbă din spaţiul tridi- 
menaional este elice dacă şi numai dacă are curbura şi torsiunea constan= 
te în orice punot a1 său. | € 


. a Prâne 


Pie O. o curbă regulată de clasă 0E(k>3) iar fiI-—%, 
Pt) = Ca(t), 7(t), z(t)), ter o parametrizare a sa. Pio £(t) = 
a z(t)I + a(t)] + a(4)E veotorul de poziţie a1 unui punot mobil pe 
curbă. 
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Definiţia. Prin cîmp de veotori de-a lungul curbei 0 înţe- 
legea o aplicaţie diferenţiabilă X 1 1 —> V2, aatfel Snott pentru 
orice tel, X(t) să fie un vector ou originea în punotul (5, 

Curbei 0 considerate mai sua îi putan ascoia în mod natu- 


ral oimpurile de vectori 
2; Li 
A Dă a 


Oonsiderind pentru curba 0 parametrizarea canonică avon, așa cun aa 
văzut în $2, cîmpurile de veotori fundamentale oare definesc triodrul 
lui Prânet în fiecare punot al curbei LA 1,5. (Degi n-an menţionat 
explicit, am presupus că orice punot al curbei este de tangentă neata- 
ţionară sau, ceea ce e acelaşi luoru, de ourbuză nenulă) + 


Deorena 5. (Pormulele lui Prânet), Pie pentru curbă 0, 
regulată de olasă 0 (i 23), parametrisarea canonică; 
x = x*(a) 


O = (a) ss 
s = să(8) 


Presupunen că în orice punot al său curbura e nenulă. Atunoi oimpurile 
de veotori fundementale T,R,f satiafao următoarele ecuaţii diferentia 


le: 


E (90) = K(s) N(a) 
ga) = uta) Bo) + Ea) Ba) 


e) = 6) Ms). 


K(s) şi & (8) fiind curbura, respectiv torsiunea curbei în punotul 
gurent+ 
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Demonstraţie. Prima formulă a lui Prânet rezultă din rela 
ţia (18) 82 prin oare se defineşte versorul normalei principale şi din 
definiţia curburii, 

Pm tru a stubili a doua formulă, vom porni de la relaţia 
[ca 2 a <R(a), î(s)> = 1; pe oare o derivăa în raport ou s, Rezultă 


că pentru orice secţia), N(a)> a 0, Veotorul do) fiină deoi orto- 


gonal pe Ro), eate păi ou î(a) şi Sa), Ezisţă atunoi scalarii 
A(u) şi (5) astfel ca: 


(2) ta) ace) Bo) + Ata) Sta) 


. 
Mai mult avent 


<a), (ta)> n ace) cita), > apte) <Eo), Bta)> sale) 
Derivînă acua fa raport cu s relația 
4) <a), Îta)> = o 
“etate a 
(5 <a, Boo ==, do> 
iar din (3) şi (5) rezultă 
(6) ate) e = <e), fi> 


Folosind acum prima formulă a lui Prânet avon: 


(7) Ala). = = <E(s) (5), (aa -E(a) 


Vona deternina acum cel de-al doilea scalar din relaţia (2) A 
Inmulţind soalar relaţia (2) ou î(a), avea: ; 
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(8) <dte), Bto)>= ae) <Bto), Bts)> e pla) <5to), Bca)> = pls) 
Derivînd relaţia: 


(9) <R(a), B(a)> = 0 =, 


în raport ou s, obţinem: 


(0) O <a), tm) > = cite), P> 
Din relaţiile (8), (10) şi din definiția torsiunii rezultă: 


(32) pete) e = Cita), Bc)> = Cita), = Bcailta)> = Be) 


A treia formulă a lui Prânet cate chiar relaţia (11) 63 gi 
a fost deja stabilită, 

Generalizare. Von arăta în continuare cun puten extinde 
triedrul lui Prânet, formulele lui Prânet precun şi noțiunile de curbu- 
ră şi torsiune pentru curbele din spaţiul punctual enolidian n-dimen- 
sional N, 

Pia 0 o curbă regulată de olasă 0 din gh pentru care 
fixăm paranetrizarea canonică + I—=f", 4h(8) = (xt(5),...,x%s)), 
sel. 


Pie zh) = xi(0)ăe e. „exk(s) î, veotorul de poziţie a1 puno= 
tului mobil pe 0 [e LARREEEL A: fiină baza canonică din V"). Presupunem 
* an-lg* 
că vectorii (o, pp.2i | sînt liniar independenţi pentru 
orice s. Observăn că Fo] = 1, Pentru a obţine un oîmp de repere 


Prânet pe curba.C, von folosi procedeul de ortipgonalizare Gran-Sohnidţ, 
a a 3 (5) 
Mai precis von lua Ta) = e) gi Ta(s) = Sa + Sistemul 
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i 


MAO to) | este ortonormat. Presupunem acum că an construit deja 
veotorii Todea (5), 4 <n ou proprietatea că < î,(5) „(ape aa 


pentru orice r,j 4i-l, sI, Construin acum veotorul 


si-i . is 
(2) Site) = pate (0), ft Te) e LE) 


Acest veotor este ortogona pe toţi vectorii Tu (5) eee una (5) i<n 


deoarece avon: 


1-. 4; 
<ii(a), fala) >a = Fa "0, Tataee î,(a)> + 
1 + i ds 


i; ip 
sto, Tiny e CEE, tă e CSE, teo 


pentru orice rise si-l. 


Detinin acum vectorul noraat 
[) 


Tita) 
(3) le) n di, si 
[rio 


In acest mod construia sistemul de veotori (a) neeetaaa()] unitari 


gi ortogonali doi oîte doi, pentru orice s6J, In subapaţiul 1-dimenaio- 
nal ortogonal subspațiului generat de aceşti n-l veotori alegea veoto- 
rul unitar v,(s) astfel înot sistemul de veotori | 78), ..-sfa(2) | 
să fie o bază ortonormată avînd aceeaşi orientare ou baza canonică a 
spaţiului vă, Reperul astfel construit în orioe punot al curbei 0e o 
generalizare naturală a triedrului lui! Prânet. 

Punoţiile veotoriale Tati sînt evident diferenţiabile, 
din modul în oare au fost construite. Derivînd acum versorii reperului 
Frânet în raport ou parametrul canonic s, avea! , 


n 
dt, 
(14) zak(s) = tute) Ty(s), Iisn,: sei 


(da. sa/9aa fase.23 
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unde funoțiile EZPIO i 1,4 <n) sînt deterainate din relaţiile: 


(5) 20) = Lo, și (> e Ia tden, se 


Prin derivarea relaţiilor de ortogonalitate 


Cfu(m)e Pa) > = dag Istnden ser 


în raport cu a obținem: 


(16) 208) = = 29), 151,4sn, sed 


In particular, £,4(8)=0 pentru orioe 15 i<n, Cum pentru 
1€i€n-l (e) apaăține subspaţiului generat de veotorii Pa. 
rr 8), rezultă că veotorul aia) aparţine subapaţiului generat 


4+1; 
de veotorii Bo to. Pe de altă parte,din formulele (12) de- 
ducen că veotorul sişte) aparţine aubopaţiului ile îi Yestorii Toaca: 
n ny(a) pentru orice 1 js n. In conoluzie, Sia) este vootor din 


subspațiul generat de LC) DEEE (5) gi deo ARO) = 0 pentru 
j> +2. Din relaţiile (16) rezultă atunoi că (a) = 0 şi pentru 


d $ 1-2, asttel că singurele funoţii din relațiile (14) oare ar putea 
2i nenule sînt fuga 3i fiiyg+ Von folosi notațiile 


9 £4 sa) a - E) 2sicna 


E ș s€J 
24 smal0) = Ea) , lsisn-l 


Pormulele dia A tă devin atunoi 


Bo = E. (a) Ta(a) 


arce n = (897 (5) + Ra(s) Ta(a) 
(18) 


ăi, 
za (5) 2-a, CaTia(s) + aula) Tale) 


NA : 
Za (3) = = Kaa(0) Taca(e) ; 
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Aceste formule se numesc formulele lui Prânet ale unei curbe din spa- 
iul punotual euclidian n-dimensional Zn, Puncţiila E, 1 I—R, 

11 sn-1, se numesc curburile curbei 0 din £h, Se demonstrează că 
aceste curburi nu se schimbă printr-o izometrie în ZE. usi mult, curbu- 
rile Ess rakpo sînt pozitive, iar Ka poate avea semn arbitrar, De 
asemenea, date fiind curburile E,(5) = P(s), s€J, 1<isn-l, unde 

LET 1<isn-l sînt funcţii derivabile de arcul s iar FyooresPn-a sînt 


neiiogative, curba e unic determinată, abstracţie făcînd de poziţie, 


$5. Curbe plane 


In $3 am definit noţiunea de curbă plană în 7, Intotăea- 
una e posibil ca prinţr-o izometrie a spațiului să facem în aşa fel 
încît imaginea curbei plane să fie situată în planul z = 0, Putem deci 
considera că orice curbă plană se poate reprezenta paranetrio în raport 


cu parametrul canonic s sub format 


x = x%(8) 
[+ 7 = pi(a) seI 
ss» 0 


Pentru o curbă plană însă, pianul osoulator în orice punct coincide ou 
planul curbei, iar binormala e chiar normala la acest plan, astfel că , 
putem înlocui triedrul lui Frânet ou un reper ortonormat bidimensional * 
construit în punctul curent al ourbei şi deterninat de veotorii Ta) 

şi (a). In acest caz, îs) = Eu + tai, iar N(8) e astfel ales 
pe normala în punctul mobil la curbă încît sistemul de veotori 

e), R(s) | să formeze o bază ortonormată ce are aceeași orientare cu 
baza canonică din v2, | 


Ecuațiile tangentei şi normalei în punotul mobil Pal 
curbei vor fi respectiv: 
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(a)! Lala) „ Iris 


5 
gi.) En (5) t 
şi 


Ile) „ L=rile 
E Po n e 


Spre deosebire de cazul curbelor spaţiale (nunite și curbe strîmbe), 
curbura unei curbe plane poate fi pozitivă sau negativă, Ea e definită 
ca fiind factorul scalar din relaţia 


G) e) = K(s) E(s) , sed 


Valoarea sa absolută coincide cu curbura curbei plane privită ca o - 
curbă în 12, respectiv avem: 


4) Ia) | = fi tf „sea 


iar într-o paranetrizare arbitrară a curbei 


x = x(t) 
0: I = y(t) ter 
3=0 


expresia curburii devine (conforna formulei (6), $3): 


(5) u (4) = x(tr(t)_ = (trib) ; *sI 
N (mr2(0) + pi2())/2 


(accentele indioînă derivatele de orăinul întti respeotiv doi în raport 
ou parametrul), 


Din punot de vedere geometric, dacă curbura e pozitivă (negativă) în- 
La 
tr-un punct, normala e direoționată în partea convexă (concavă) a 
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curbei în acel puncte 
Aplicaţie, Pentru arcul de cicloidă 


2 = a(t = sin t) 


o: y = a(1 = cos t) te [0,27] 
z=0 a>0 
a) Să se pună în evidenţă veraorii tangentei și nornalei în punotul | 


curent. 
b) Bă se aorie ecuațiile Sinai şi normalei în punotul curent. 
0) Bă se calculeze curbura şi raza de curbură, 


Imaginea geometrică a curbei e situată în planul x0y7 


a) xi'(t) n a(1 = cos t) 


V'(t) na sint 


Ro) = y ziî(0)  ziâce) = 2a |ata $| (te[0,27]) 


20 in? Ş 


Bu Ea a = sin $ 


o) = „meat . cos $ 


x lor, 0) 2a sin 


deo . + 


„î = sin $î+ 008 ŞI 


iar X(+) =:- cos ŞI + sin i. 
CE şi ÎI depină de arcul s prin intermediul lui t)+ 


D)Bouaţia tangentei în punotul ourent este: - 


X = a(t = sin t) FI X = a( = cos t 
sin $ cos $ 


iar ecuaţia normalei 


X=alt=siat) are Vai (5) 
- ces $ E sin 


0) Aven: 


x(t) = a sint 
Y"(t) = a ocs t 


deci curbura are expresia: 


E(4) = A(l-=-co8t ta sin t = a ein ta sint, 
(2 a sin Ş 2 


a A aa „ol — 
Ba? sin? $ a sin $ 


iar raza de curbură 
| 


. ie 
a(t) TTz3] sa sing, te[0,27] 


Observaţie, Ecuația unei curbe plane poate fi dată şi sub 
formă explicită : 


0: y=y(x) x€Elca 
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unde 3 e o funaţie de olasă OK (22), In acest oas x însuși poate fi 


considerat parametru pe curbă, iar expresia curburii este: 


(6) ti-a ariile „xer 
(ae'2)2))Y L. 


Formulele lui Frânet pentru o curbă plană, sînt: 


fn = n) to) 


sei 
go) = = uta) Fo) 


Prima formulă a lui Prânet e ohiar cea obținuţă pentru curbele strîmbe 
din 2? şi a apărut la definiția curburii, Pentru a demonstra cea de a 
doua formulă a lui Prânet derivăn relaţia | ICa)[2 = <f(a),(s)>= 1 
în raport cu s, Deducen că veotorul „e) e ortogonal pe Î(s), pentru 
orioe a, Eriată athnoi o fyhpție diforențiabilă «C 1] —= E astfel căi 


| (7 Po = ct) fa) , se 


Derivână acun relaţie <Î(s), Î(3)>= O în raport cu s obţineni 


(e) Lo, Bo > = =, do> 
iar din relaţiile (7) şi (8) gi din prima formulă a lui Frânet obţinen: 
9) (e) = <Be), d> e -<to), î> 


. - <E(s) Ms), ta)> = (a). 


= CAPITOLUL XIV 
Elemepte de teoria suprafetelor 


In acest capitol vom studia suprafeţele din spaţiul punc-— 
tual euclidian tridimensional ii „ Vom pune în evidenţă ecuaţia planu- 
lui tangent într-un punct la o suprafaţă, prima şi a doua formă funda- 
mentală, unghiul a două curbe situate pe o suprafaţă, precun și geode- 
zicele. Von prezenta şi generalizările corespunzătoare pentru hipersu- 
pratoțele din S2, 


$1. Hiperauprateţe definiţiei exemple 


Definiţie, Be numește porţiune de hipersuprafeţă paranetri- 
zată de clasă ck(x21) în spaţiul punotual euclidian bo aplicaţie 
hi D— Îl de olasă CE, unde DG £P”l ente un domeniu, Dacă în orice 
punot „4 € D, matricea iacobiană a aplicaţiei h are rangul n-l, (deci 
maxin) spunem că porţiunea de hipersuprafaţă parametrizată este regula- 
tă, (De obicei se presupune în plus că D e astfel ales încît h să fie 
ingectivă), 

Ca şi în cazul curbelor, mulţimea M = h(D) se numește ina- 
ginoa geometrică sau suportul porțiunii de hipersuprafață paranetriza- 
tă. De obicei, aplicaţia h e numită parametrizare şi cuplul (h,M) por- 
Viune de hipersuprafață parametrizată, Uneori însă, printr-un abuz de 
limbaj, chiar suportul e considerat porțiunea de hipersuprafaţă para- 
metrizată. De obicei în acest caz, purametrizarea e subînţeleasă, 

Un punct pe ti, Ps eeesăp) aparţine porțiunii de hiper- 
suprafaţă parametrizată (h,W) dacă şi numai dacă există uz (poet )ED 
astfel încît 


(a) xy = hay eeeotpo) 1Sisna 


“19 


unde hyss++shp sînt componentele reale ale funoţiei vectoriale b, 


Detiniţie, Două porţiuni de hipersuprafaţă paranetrizată 
de clasă 0E (21) 


ha D-fE no) e (hp(a)pseesha(0))  » ned 
Bi Dot e(ubi)= Cap(U)neeria(u)) e Web 


(DD domenii din fP4) se numesc echivalente și noriea h-6 dacă şi 
munat dacă există un diteonorfian”de olasă 05, 64 D —=D, 4 (ut) n ue 
W 60, astfel încît g= he. 
Pe componente, relația (J (uk) = u e echivalentă ou rela= 
țiiles - 
ta Mg e apuse) 1sismi 


fun LC SRR! devine: 


[€)) Ep (ud, ee notă), (oa CU e ee pag) ee eotpea (Un eee ou) 

| a 16 isa. 
| „Relaţia asfel introdusă e o relaţie de echivalență. 
| Definiţie. Be numeşte porțiune de hipereuprafaţă sau. biper- 
| suprafaţă simplă o clasă de echivalență de porțiuni de hipersuprafeţe 
| pazonetrizate, 

In particular, pentru n = 3 obținea noţiunea de supratață 
simplă în 4 3. Yom pune în evidenţă o hipersuprafaţă simplă 8 stadi- 
"lină o reprezentare paranotrică a sa, dpoi alegînă un reprezentant, 
Notaţia folosită pentra hiperauprafața simplă va fii 4 


(4) 8. x. Xp (ps0e+ra-a) 1€isn 


(ue EETI ?) <D. 
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subînţelegînăd faptul că reprezentantul ales pentru S este hi: pc fin 
b(u) = Carp (a) see esp) In particular, în spaţiul punotual euclidian 
tridimensional Z? o suprafaţă simplă va fi descrisă prin relații de 
tipul: - 

z = z(u,v) x 
(5) s: y = luv) (n, eDn 


z = z(u,v) 


In acest spaţiu von utiliza de obicei notaţiile cu oare ne-an fanilia- 
vizat în capitolul precedent. Mai precis, dacă £ = zi + 3] + zi e 
vectorul de poziţie al unui punct din g> iar î(u,v) = z(avi + 

+ yu] + a(u,v)t vectorul de poziţie a] unui punot de pe suprafaţă, 
relaţiile (5) sînt echivalente ou ecuaţia vectorială 


(6) Ss: Fa Soy), (u,ven 


0 clasă importantă de hipersuprafeţe simple din ga [] 
construită din graficele funoţiilor diferenţiabile în n-1 variabile, 
Inteoadevăr, dacă £ : DSGNL_—R e o astfel de funoţie (D domeniu) 
atunci: 

» = w 
Si 4 Xa 0a a (Ujoeeet.a)6D 
Xp a E(upoeeesa 3) 
este o hipersuprafaţă simplă regulată, a] cărei suport coincide oa gra- 
ficul tanbiei t. 

Definiţie, 0 hiperauprafaţă simplă definită de graficul 
unei funcţii se numeşte hipersuprafaţă Honge. 

De exemplu, s:D sti —as, 


s(x,7) n dr , 3 D= (an sf | er e] 


«A 5n 
e o funoţie diferențiabilă. Imaginea suprafeţei corespunzătoare: 


8: I=y (x,7)eD 


= xn? 


coste paraboloidul eliptic z = z2, cu O0ssasl, 


Reoiproo, fie 8 o hiperauprafaţă simplă regulată definită 
prin relaţiile (4) de mai sus, Conform ipotezei, pentru orice 
a = (udaeenaut_a) 6 Drang Bălu )), cs ep» -1e Bristă deci 
d  acjema 
=) 
un minor de ordinul n-l nenul. Să presupunea că det( 5 (uodsi, jen=a1%0+ 


Aplicând acun teorema de inversiune locală, există o vecinătate Ds2 
a punctului u, şi o vecinătate Ye st" a punotului Xp (29 ee 0%) 


unde x? = x,(up,e:+pu0_9), Ei nl astfel înot relaţiile 


x, = EPA EREI SE) 1sisa-l 


să definească un difeonbtfisa al lui U, pe Vg+ Difeomorfianul invers 
va £i dat prin relaţiile de tipul 


uj = Lie Tobi 39) 15 jsaa 


In conoluzie, putem afirmă că hipersuprafaţa simplă 8 


are pe subnulținea LA ca imagine, chiar graficul funoţiei compuse 
Riv—a, i 


x = Sula, (275 e0estana) oo cita ie ceai) 
n Dra) Ș (ago ocestag)et, 


Deoi, suportul oricărei hipersuprafeţe simple regulate coincide looal ca 
graficul unei funoţii diferonțiabile, 


/ 
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Este mousatul să prezentăa definiţia sensrală a noţiunii 
de hipersuprataţă în ga, definiţie ce sooate în evidenţă faptul că 
teoria hipersupratețelor nu e altoeva decît un capitol speoisl în oa- 
drul teoriei generale a varietăţilor diterenţiabile (de fapt a subva- 
rietăţilor unui spațiu Riemann). O afirmaţie analoagă puteam face pen- 
tru coumele din GO, 

Definiţie. Se numeşte hipersuprataţă egulată în E Au o sub- 
mulţime 3 S £" cu proprietatea că pentru orice pe8 există o veoinăta- 
to deschisă Y Ss LN a sa gi un honoomorfiaa h 1 V——YVN8 unde vsgnl 


„e o mulțime desohisă, astfel încît să fie satisfăcute condiţiile: 


1), b este o aplicaţie diferențiabilă 
2). Matricea iacobiană; a lui h. are rangul n-l în orice 


punct ueU. d 

Pentru studiul unor proprietăți Locale ale lui 5, aplioa- 
jiile h sînt presupuse de obiaei de olasă CE (k>1). Relaţia h(u) = q 
ue u= Caps en ea) gevis, q= (apese) (ooorâonatele fiind 
considerate” în raport cu bazele canonice) este echivalentă cu relaţiile: 


= a Xp = Xp(upoeeertnaa) 1s1<n 


Punoţiile x, i U —— 8 din membrul drept al relaţiilor (7) sînt compo- 
nentele reale ale funoţiei vectoriale h. Condiţia 1) din definiția de 
mai sua stabileşte faptul că funcţiile x, 1< Să <a sînt diferențiabile, 
iar condiţia 2) faptul că matrioea iacobiană ( să (0))2 4 i<a 20 
“1săen-l 

rangul maxin pentru orice ueU. Perechea (h,U) din definiţie se nuzeşte 
hartă locală a hipersuprafeţei 8 în vecinătatea punctului p, VS se nu= 
meşte vecinătate de coordonate a lui > iar (une up)eU sistea de 
goordonațe locale în vecinătatea punctului p, Vom spune că relaţiile (7) 


constituie o reprezentare parametrică în eoinătatea punctului p a hiper- 


suprafeţei. Confora definiţiei date mai sus, hipersuprafaţa S este sido pie 
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mită de o familie de hărţi locale, care constituie un atlas sl lui 8. 
Mai mult, sistemele de coordonate locale (respectiv hărţile 10cale) : 

în vecinătatea oricărui punot pe sînt corelațe diferenţiabil. Mai pre- 
oa, dacă bi, brl--8 şi be 1 U25 £ Pl—=8 atat două hărţi 1e- 
oale în vecinătatea lui pe şi notăn ou 1 = by(U)) (0 ba(U2) , 

(N 4 A „ko peN) atunoi aplicaţia: 


D= Bz oby a iC) —=azi() 


sate un diteonorfiaa (H7L(W) SU, şi b3L(0) Up sint mulțini deschise, 
căoi h, și ha stat homeonorfiane). 


Dacă (h,U) est: o bartă locală a lui 8, subnulţinea 
b(U) S 8 este o hipersuprafaţă simplă în 7. Pentru a simplifica ex- 
punerea, von considera de regulă în cele ce urmează hipersuprafeţele 
considerate sînt simple (deoi au atlasul constituit dintr-o singură har- 
tă) şi regulate, 

Rreaplu, Mulțimea 3 = Gaura) e 42| dupâur? = A] este 
o suprafaţă regulată, sfera ou centrul în origine de rază 1. Punotele 
din emisfera norâdioă (pentru care 3 >0) au veoinătăţi inoluse în supra- 
faţa simplă e 


Be naos „defu. 


Analog, punotele din enistera nordică (5 <0) au veoinătăţi inoluse în au- 
pratața simplă “ 


Saiseo i-o și „dee 
Mai rămîn punotele de pe 8 desorise de relaţiile: s=0, + JA îe 


Piocare din acesţe punote au veoinătăţi inoluse în cel puţin una din 
suprafeţele simple: 
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81 x= agree jam <a 


a, i so if 2 m 1 


Sg:y= II a X2 + 22 îi 
CE DR Lie e 2 <a 


ce reprezintă respectiv omiaferele cu vârfurile în punatele (1,0,0), 
(-1,0,0),: (0,1,0) şi (0,-1,0), 'Am realizat astfel o acoperire a aforei 
cu şase hărţi, fiecare corespunzătoare cîte unei suprafeţe simple de nai 
sus. Atlasul astfel desoris nu e singurul care poate £i pus în evidenţă 
pentru sferă, : 


Propoziția 1. Pie £ + D S  —= 8 o funoţie diferenţia- 
bilă (D desohisă) iar a€R fixat. Pie iai 


8 = ap a (poe) ed | (cps seo) = a] 
Dacă pentru orice pes diferenţiala df(p) 4 O atunoi 3 este o hipersupra= 


faţă re . 
Demonstraţie. Fie p, = (pace .p0)es fixat. Cu, prin ipo- 
teză, at(p) A 0 cel puţin una din derivatele parțiale ale lui £ esto ns- 


nulă în pp. Pie pentru o alegere SE (po) 4 0. Zeorema funoţiilor impli- 
n 
cite ne asigură existența unei yeoinătăţi desohise U a punotului i 


(poe eerP0 ) în Gl gi a unei veoinătăți deaohise Y S BN a punotu- 
lui p, astfel încît pe VN8 ecuaţia Exeo) = a să fie echivalentă 
ou ecuația zi i 


ri 


(8) x = L1€ E te A9E9) 


unde g este o aplicaţie diferenţiabilă definită pe U cu valori reale, 
Cu alte cuvinte, punotele din Y oare satisfac relația (xp sees) = a 
sînţ date de relaţiile: . * 
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im ba! 
(9 | az = ua Cupseni) EU 
x = BC eee) 


oare desoriu o hipersuprafaţă simplă, regulată ce conţine punotul po» 
Aplicația h 1 U—= V8 definită prin: 


(20) (ape 0ta-a) = Cajree etica E(agr ee) 


este o hartă locală în vecinătatea punotului p ES iar 8 este o hiper- 
suprafaţă regulată. Se mai spune că 8 este reprezentată sub formă impli- 
oită prin relaţia din enunţ. 

Exemplu, Punoţia f «ba, Crane eX) = ayxâeee Ă 
stapă?_3 = 2x, 0u a4>0, 16i6n-1, este diferențiabilă, tar 


8 = ciţop afac t"| ayâeecura pl = 2a, =0| 


este o hiperouadrică, (un hiperparaboloiă eliptic). Cum df(p) 4 0 pen- 
tru orţoe p68, rezultă că hiperouadrica este o hipersuprafaţă regulată. 
Definiţie, Spunem că o curbă, din ba 


Pi x st) tel sR »  Isisn 


este situată pe hipersuprafaţa $ dacă (6) = (xy(t),uecx,(t))es 
pentru orice ţ€I. Curba trece prin Pp 88 dacă există t, S 1 astfel 
încât 4Fto) = poe i 

Observăn că, pentru a da o curbă pe 8 ou imaginea într-o 
hartă locală (h,U) din vecinătatea punotului pes, p, = h(u) ue, 
e sufioient să considerăn o curbă o: I SR —=uU 


ou = u(t) tel 1sien=l 
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ce trece prin u, = (u?,s:+,ud_p)eU, deoi există t SI astfel oa 


up = a(tg)+ Atunot 4= hoa va fi o curbă situată pe 8 ce trece prin: 
Po: Dacă reprezentarea paramatrioă a hipersuprafeţe! S în vecinătatea 
punotului p, e dată de relaţiile (7), atunoi ecuaţiile paranetrive ale 
curbei 4 vor fii 


(099) xp 2 xp apt) eeeoagoa (0) ver - 


In particular, dacă S este o suprafaţă simplă regulată 
din >, 
x = x(u,v) 
Ss: y = y(uv) (uwenst? 


z= z(u,v) 


u = u(t) 
ot tel 
1 = v(6) 


e o ourbă regulată situată în domeniul D, atunoi 


x = x(a(t), v(t)) 
Pi 4 p= alt), v(t)) ter 
z = a(u(t), v(t)) 


reprezintă ecuaţiile parametrice ale unei curbe regulate situate pe 8. 
Aceste eonaţii se pot sorie sub forma-eohivalentă veotorială 
= Su(t), v(t)), ter. 

. Reoiproo, fie $ : 1 —=h(U)S8 o curbă pe hipersuprafaţa 
regulată 8 avînd imaginea conținută într-o hartă locală (h,0). Aplicația 
h a U——h(U) fiind un difeomorfisn, iar pă 1 B(U) —=U difsomorfisnul 
invers, rezultă că.0 = he PLaiI——U,o(t) = aC4(o)), ter 
va fi o curbă situată pe U. Dacă 4 trece prin Po = h(aj) e 8, atunci 
o trece prin uev. 
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Pentru orice punct Po de pe hipersuprafaţa regulată S vom 
pune în evidenţă n-l curbe particulare situate pe S ce treo prin Po şi 
au imaginea într-o hartă fixată (h,U), Anume, dacă p, = n(ugsee +49) 
atunci pentru orice 1<ksen-], curba 


u, = uj lsisnl i4k 


(32) . 
E Vas u we 


Uli 


(1 fiind un interval de pe dreapta reală ou proprietatea că up el şi 


oR(I) S U) are imaginea în U, Atunoi. curba Yahoo. 


a5) Pet xp e xi Cateerileavtiee Uzagoee esta) 


1 i<n, e situată pe hipersuprafaţă, trece păin Po gi are imaginea 
conținută în h(U), 

Definiţie, Curbele 42, 1$kgn-1 definite măi sus se nu- 
meso linii de coordonate sau curbe coordonate pe hipersuprafaţa 8. 

Aceste curbe, construite pentru orice pe pornind de la 
cîte o hartă locală, formează o reţea de coordonate pe hipersuprafaţă. 
Praotio, orice punct pe3 este bine determinat cunoscînă cele n-l curbe 
coordonate ce treo prin p tot aşa cun orice punct din N de ooordona- 
te x?,...1X0 în reperul oanonio se află la intersecţia dreptelor 


Xp = 33 p Lipsa, x = xp Ltken. Dacă pp = h(u)es , 
up = (use esau9_3), atunoi up s++uf_, se mai numeno coordonatele curbi- 
. [i 
linii. ale punctului p,€8 în raport ou barta 10cală (h,U). A 
In particular, dacă 8 e o suprafaţă simplă, regulată din 


spațiul punotual euclidian tridimensional 42, 


„8 Fe Tu,v) , um enst? 
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atunci, curbele coordonate ce trec prin punctul Po (x(uosYo)yt 4pY9)» 


z(ugsY3)) sînt: 


poa Pe Euuv)  » uer (ue, fi(D)s2) 


- poi Fa Eug) e ver (vei, fa) ed) 


u, şi v, vor fi ooordonateie curbilinii ale punotalui P es 
| ? [dea Mai e 
Lă 
Say 


In figura de mai sus, punctul Po (x(upsY0)s F(uosYo)e 2(u0Yp)) de pe su- 
prafaţă se găseşte la intersecţia: curbelor coordonate + şi Ci tot 


aşa cun Q (up+v,) din D se ae da interseoţia dreptelor u = ue V = Ye 
Definiţie, Spunem că un veotor Te £' este tangent la 


hipersuprafaţa 5 în punctul P, dacă există o curbă fi 1-A 
Situată pe hipersuprafaţă, cu f(t.) s pg» toli T= [1030] 


Ca Tv), EI fiind reprezentarea paranetrică fixată a curbei 4), 


Deci, T e veator tangent la 8 în P dacă e vector tangent 
” în acest punct la o curbă situată pe suprafaţă. De exemplu, pentru su- 
prafaţă simpli, regulată considerată mai sus, vectorii 3t (ug'Yo) 


şi 2 (apY) sînt vectori tangenți ia 8 în Py+ fiind tangenţi reapec- 


tiv 1a curbele ocordonate 3 şi ta 
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$2, Planul tangent într-una punot la o suprafaţă 
Pie 8 o suprafaţă simplă, regulată din f, pentru care s-a 
fixat o reprezentare parametrică: 


Ga) 8 Fa E(u,y) (uv) e os? 


8 fiină zapdatăe f e0fî(D) şi pentru orice (u,v) € D vectorii: 


(2) Bia) = Băi + gafe Qiuwt 
[007 a E 102) + Da + Dau) 


sînt liniar independenţi. Vom utiliza în cele ce urmează următoarele 
notații: 


(3) Baum = fum, Exlaum) = Bf 


Pie acu P,SS un punot fizat der arbitrar, Po(x(upsY0)+7(UorY0)s3(up+Y0)) 
iar Viei te cele două curbe ooorăonate-0e treo prin P, curbe pentra 
care veotorii tangenţi în P, sînt E) (u..v,) respeotiv Ez(usYvo)e 

Notăn ou 


29 8 = (ves, +? | Yiveator tangent ta P, 1a s| £ 


Propoziția 2. Mulțimea 7, $ eate un spațiu vectorial de di- 
gonsiune doi. O bază a sa e constituită din veotorii(f (upsv a) B2(uosto) je 


Domeastrakie. Arătăm pentru început că orice Wes, 8 e com- 


binaţia liniară a veotorilor E, (uosYa) și Ba(ugsYg). Intr-adevăr, dacă 
este un veotor tangent în P, la 8, exiată o curbă 


pi Pe Hut), v(t)) ter 


. 
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situaţă pe. S ce trece prin Pe Deoi, există LĂ e I astfel ca d = 
= State ),v(t9)) să fie veotorul de poziţie al lut P, iar îF= ÎE (6). 


Cun 


Ft) se Elan) Met) + East) Ft) 


rezultă că Îi e combinaţie liniară a veotorilor liniar independenţi 
E (uorve) 31 Bo(uorY0)- 
Reoiproo, dacă vectorul ÎN € 2, R7 e o combinaţie liniară 
- ; 


(6) AB (upnvo) + MBa(aoota) » AspueR A 


atunoi ourba 3 


] 


(7) Fa Eugea(tota), vo + A(teti)), E (ta Et) 


e situată pe suprafaţa 8, trece prin ?, şi E CR) = VW. 0u alte cuvinte, 
ten s. 
o 
In conoluzie, Te, 8 e subapaţiul vbobesiay a lui pă p- 


gonsrat de LCR A ) Ti ), astfel că din Ă 8=2, 


Definiţie, Spaţiul veotorial Te B se numeşte spaţiul tan- 


gent „8 Suprafaţa 8. 


Intrucât 2 7 B7 este un spaţiu euolidian, va rezulta 
că şi ti Xa este tot un spațiu euclidian. Mai facen observaţia oă soala- 
j 


rii ace) ) și Tit) din relaţia (5) sînt ohiar coordonatele vectorului 
Ta E 700 ) tangent în P, la 8 în raport cu baza (E Capova *Bo(uorYg . 
Uneori, se obişnuieşte să fie considerat vectorul dft, )a Se, )ât în 


calitate de veotor tangent în P, la 8. Coordonatele sale în raport cu 
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vaza considerată în 1; 8 sint Suta)at = dalti) si Vcto)at = av). 


Observaţie. Baza spațiului vectorial 1p S se schimbă dacă 
o 


sohimbăn paranetrizarea anizalogai. 8, Intr-adevăr, fie 
(8) 8: Ps Taxa) = Xluvai + 
E ACI RE RI CER Ai „Covent? 


N 
o nouă parametrizare pentru S. Atunoi există (u 


sono) ED astfel încît 


Pa să aibă în noua paranetriaare coordonatele (x,(U0+ Yo) + nor Tao) 


3 (Uo*Yuo)) Dacă 
E u = u(uzsv) 
(9) spui ele (av) ED, 


e difeomorfianul Di —— D corespunzător schimbării de coordonate curbi= 
linii, atunoi pentru orice Cup ED aven 


9) aaa) = Fulasta) e vCamv)) 


iar W = us 1Vo) + Yo = V(ugr Ea deoi formulele de derivare: 


1 2%, 
a imi SAR) = ECE) 38 (axa Yuo) E 0) ŞI Came: Yao) 


at, ! R i 
S7e(auor Tao) = ECE) E ACID AR) 5 ACR) BY (omor Yao) 


, a£ at, 
Motina a Bi apă + 2 = să , a = ul, v= uz, Wu, 


Va > ua relațiile (11) se pot soriet 


= 2 
ei - . d 
a) E Cole? ) = Pa ro) 12) Ei alesu2a) 4 = a, 
(simbolul se poate omite), 


(da. 52/s6e fase.30 


82 


Relaţiile de mai sus sînt chiar formulele de schimbare a bazei în > B. 
o 


Observăm că matricea schimbării bazei e ohiar matricea iacobiană a difeo- 


morfismului (9), Dacă determinantul său, Lite al >9 spunem că baza 


nouă | Bano)» CER AR! e la fel orientată cu baza 
Ș Cassroda Ealapsva)) tar dacă Ca pi <0 orientarea se sohimbă, 


LI dv, ? 
Pie. aoun ză (to), et (tg) coordonatele în noua bază ale 
af 
veotorului f= Ei (+) = ză (to), tangent în P, la 8. Curba oorespun- 
zătoare lui va fi dată prin relaţiile: 


(2) Pe Eat) ea(0)) azutua(t), val) n Caut) va) 
Relaţiile dintre cele două grupe de coordonate ale lui 7 
af 400 = 38 Camarrao D000 + BE Cauoe ao) 8 ci) 
e z BE CouorYuo) dc) + 2 (me: Yo) şa (ta) 


sînt de fapt ohiax formulele de derivare în raport ou t ale funcţiilor 
compuse $ 
u(t) = u(u(0), va(t)) 
Y() a v(ux(t), va) 
pr 
| Definiţie, Se nuneşte plan tangenţ în punctul P, la supra- 
faţa 8 planul ce trece prin P şi are subspaţiul dirsotor LI 8, 
o 
Bă presupunem suprafaţa S parametrizaţă prin relațiile (1) 
tar Po(x(u05Y3)s 7(ugsYo), a(40»Y3)) punct arbitrar fixat al său, Boua- 


ţia planului tangent în P, la 8 va tit 
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X = (ua) I = 7(upsY) 2 = 2(up1Y0) 
(aa) Cava) Ziua) Sia) |=0 
N CR) E ACRA Ziua) - 


Observăna că planul tangent în PA la S conţine tangentele în Îi la toate 
curbele situate pe suprafaţă ce trec prin Po. Evident, alegînd pe S o nouă 
parametrizare planul tangent în Pe rămîne invariant, 


Normala. în P, la suprafaţa 8 este normala în %e la planul 
tangent, Parametrii săi direotori în parametrizarea (1) sînt: 


E (CR O DIC RR) 


CORE RINE ORI 


(15) Aug) = 


Bas) Băupsva) : 
| Qăca, 1Y9) Ş( Yo) 
19Yo 


Bălu) Blur) 
O(ap1Y) Li 


E 0) E 0 9) 


B(u Yo) = 


„du alte cuvinte, componentele produsului veotorial LAC e) x Ea uprrg)e 
Notină ou & Versorul normalei în P, la 8 aven: 


an & „ga RR) z Bac 179), Auoeto)Tta(aprvo)feolaaova)E 


VE CapYe Ja E, (upYg | E apara capra caprra) 3 (apore +02 (aprv ) 
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Dacă în orice punot de pe suprafaţa A se pot pune în evi- 
denţă două sensuri pe normală, spunem că suprafaţa este orientabilă, 
Rxistă şi suprafeţe neorientabile (de exemplu banda lui Mibiua). Sensul 
pozitiv pe normala la o suprafaţă orientabilă e dat de produsul veoto- 
rial de mai sus. Convenia să ortentăn suprafaţa considerînd pozitiYă 
faţa dinspre partea pozitivă a normalei, 

La o schimbare de coordonate curbilinii pe suprafaţa dată 
de relaţiile (9) se schimbă aşa cun an văzut în relaţiile a respeo- 
tiv (111), veotorii bazei din spaţiul tangent 7p5(P punot arbitrar), 


Atunci, 


(17) ACE) Da Ci 8) . Tar) z Ba(uv). 


(98 Caseta) 8Ţ (aura) = Ea ASR) DE aur) e 


= (a Cusv) x Ea(uv)) Ceai 


In noile ooordonate, versorul normalei la suprafață în punotul P va fi 
. Bl e legat de acelaşi versor în P în vechile coordonațe prin rela- 


ţia 


(a8) Mac , E„ti 


unde E =t1 cînd > 0 si = =1 otnă Bţii— . 
Li e Ta s? 

Cu alte cuvinte, versorul normalei la suprafaţă e un invariant la o 

transformare de coordonate curbilinii cu determinant funoţional pozitiv. 


La o schimbare de coordonate curbilinii pe suprafață, orientarea supra- 


feţei se păstrează deoi dacă Cap > 0 dacă Baa <o. 


. 
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Exemplu, Punctele de pe sfera egean = a? cu excepţia 
unui semicero pot ?1 descrise prin relaţiile paranatrice 


x = a sin 0 cos 4 
Yy = a sin 9 sin $ 
z = acos 6 o< f<af 


o<9<7 


Observăn că pentru 0 = 6, constant se obţine un cero paralel pe sferă 
iar pentru (Pa (P, constant, un meridian. Ceroul paralel şi meridianul 
traa prin punotul P, de coordonate curbilinii (2, 4). Deci, curbele 
ovobdonate pentru sfera considerată, în aceaaţă paranetrizare sînt cerou- 
vile paralele gi meridianele. Relaţiile de mai sus sînt echivalente cu 
relația vectorială: 


Fo a sin Qoosţf + a sin Goin fÎ+ a cos E 


Rangul matricei derivatelor parţiale 


a cos Goos? a consta? -a sin? N: 
-a sin $ sinq a sinfocos$ ] 


fiind doi în orice punot, veotorii E pi 8 atat dinar independenţi. 
Deoi suprafața simplă considerată e regulată. Rouaţia planului tangent 
într-un punot arbitrar de pe suprafață este: 


X = a sin Qoosf 1-a sin Cain tf 2 - a cos 
a cos Qoos? a cos 6 sin 4 - a sin6| =0 
-.a sia 0 sia L] sia 8 cos o 


Versorul normalei în punotul curent P va fii 


Sp = sinGoos$ Î + sinsinq]+ cos 6E = 2 ? 


(e vector oolinsar cu raza veotoare a puncțului consideraţ), 


Pie acun 8 o suprafaţă Monge, deoi o suprafață simplă, derfi- 


[i 


nită prin relaţia vectorială ' 


Si Par y Ti st , Gayed 


unde 2: »st?—a; (x,y) alx) e A e o funoție diterenţiabilă, In 
acest caz putem considera pe x respectiv 3 parametrii pe suprafaţă gi 


avon: 


Eau) = En) = Te ic 
LAC?) = 3Fan = Ţ+ Băi 


astfel încît ecuaţia planului tangent la suprafaţă în punotul curent 


(29) 


P(x,7,2(x,7)) este: 


I-ax IER pt 2 = 2x97) 
bă o E i, 7) = 0 
| | 
i e 1 23,7) 


(20) Palau) oa) + Dia) = a = alx) 


|Biperplanul tangent în P la 8 e hiporplanul ce tre 


E 
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Adesea se utilizează notaţiile: 


(21) » = Fă) 


„aa Bila) 


Versorul nornalei în punotul curent la suprafaţă va fii 


(22) 8 = proză 


Generalizare. Pie 3 o hipersuprafață gimplă regulaţă din 
DC" dată prin relaţiile parametrice 


8 xp (0), Lisa, uz Pipe stea 
sohivalents cu relaţia veotorială 
1 Ba Pau) , ue 
Pie P un punot mobil pe 8, Atunoi Spaţiul veotorilor tangenţi în p a re 


Tp 8 este un spaţiu veotorial n-1 dimensional avind 
din veoțorii S că 


Ş To) « afo Isiana 


o bază constituită 


0e prin P şi are spa= 
iul director 758. Bouaţia sa este: 


-. 27 ese catrasaca, e x,(u) = 
9X. 
să . e MR rată Zeu = 0 


ue DDR 3200 e Mă 
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sau, dezvoltind după prima linie determinatul şi notând cu Ap) ee esâglu) 


complemenţii algebrei corespunzători, avent 


(24) Apo) (13 = xp) eee Alu) 4 = x(u)) = 0 


Normala lui P la hipersuprafaţa S are deci paranetrii directori 
AC) see eg) iar versorul său este: 


Aare taia) - 
(25) - e Ie a 


Y asteapta)? 


unde A 00,3) este reperul oanonio în -£", 


$3. Prima formă fundamentală a unei suprafețe 


: Pie 8 o suprafaţă simplă, regulată din $ 3 parametri szată 
pria i j 
[99] 8: Fe Fu,v) = x(o,v)t + 7(u,v)] + aut, 
- (u,v) e pa%? 

Pie PES, P(x(u,v),y(u,v),a(u,v)) un punot fixat, arbitrar, Se ştie că 
spaţiul tangent în P la B,1p5 este un spaţiu euclidian, subspaţiu ai lui 
% 4, Produsul scalar din 178 va fi cel indus de produsul scalar din 
163. 

sa considerăm pentru început cei doi vaotorit E Cuv) a 


L Zu, Ta(u,v) - 2E(u,v) care formează o bază în 1,5 gi să notăm: 


(2) Byp(uv) = <filav), e (ur)>= ECCA = 


n (Bălu)? + (Pta, v))2 + (Său)? 


[i 4 PE i 


suatust) 2 Ciu, Balas >= Bălu) Bica.) + să 
e găluuv) Zusv) + 22u,v) Du) 


szz(arv) = Cata, Bala >= Batu | î = 


=? + (Eu)? + Sa, 


(eyalam) = szaCusv) = CEztauv), Bu(uw>) 


Gausa a folosit pentru Dupa scalare de mai sus urnitoa- 
pole notații, pe care 10 von utiliza în cele ce urmează: 
S Eau) = B(u,v) 
(3 Sua(usv) = 2(u,v) 

Sa(usx) = G(u,v) 


Suj(u,r)i ind = 1,2 reprezintă de fapt coefioienţii unui tensor dublu 
_ovariant pe spaţiul veotorial 758, în baza fixată, Acest tensor e chiar 
produsul scalar pe 7p8 și se mai notează ou gp. Deci, 


Ep! 175 x Tp8 sept Ep(f, =<7,%> 


Ta em. 
Dă Li 


* 


Definiţie. Aplicația ce asooiaiă oricărui punct PES tensorul 
dublu oovariant gp introdus mai sus se numește cîmpul tensorial metrio 
„pa 8: , 3 

(In general, un cîmp de tensori pe o suprafaţă Se o aplice= 
ție ca asociază oricărui pes un tensor tangent în P la 8, adică un ten- 
„vor pe spaţiul vectorial 745), 3 j 
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We propunea în continuare să punen în evidenţă expresia pro- 
dusului scalar a doi vectori oarecare LA şi î, din 778. Pie în acest 
s00p %, respectiv La două ourbe situate pe 8, ce sx90 prin P şi pen 
tru oare veotorii tangenţi în acest punct coincid cu LA respsotiv i PE 


(4) Paz (0) = Mu), sv (t)) tel 
Pa E = E2(B) = Flua(5), v2(5)) Be] 


Atunci, 
a du dv 
(5) T, = get) e Quuv agict) + 3fe e) 
i AI 0) = Bun do) + 8 + 2fuw (5) 


(+ respectiv B fiind bine determinate, corespunzătoare punotului fixat 
P). ze) şi 7) sîut aşa cun an văzut și în paragraful precedent, 


d Li 
coordonatele lui LA iar (5) şi ms) sînt ooordonatele lui LA 


în baza E (av), î(u,v). Aven, folosind proprietăţile jr odusului sca- 
lar 


d d 
(6) ep) =CEt>a ata,v) gli) ge (5) + 
Li Li d d: 
+ P(a,v) ( zece) ms) tă mâ(5) act) + 


* atat) ară ae (5) 


In particular, 
[2 E: 2 du 2 
(2 E = ze] = Ep) = (ur) ( —zgi(t))? + 


LI dv 
+ 2P(u,v) zac) zale) + Guri ga)? 
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„reapeotiv 


II e 
112 atol? = exă-3p = za cart c5% + 


4 dv, dv. 
+20(uuv) 025) aiă(E ) + 0tusv) (a (5)? 
In capitolul XII an arătat că pentru o curbă oarecare 
Pi Ta (tv) tel 


lungimea de aro s e funoţie de parametrul t gi satisface relaţia 
[109] = [wo „ Convenia să numim ds elementul de aro pe curba fi. 


Atunci, ds = |&wol dt. In particular, dacă ($ este o curbă situs- 


tă pe suprafaţa 8, 
Pi Fa Sla(t), v(v)) , tel . 


folosind relația (7) de mai sus, obţinen pentru pătrutul elementului 
de aro: 


(6) am? = | co [2a2 = E(usv)âu? + 22(u,v). du dv +G(u,v) âv2 


Expresia (8) este o formă pătratiocă în variabilele du şi dv, avind drept 
ooefioienţi ohiar coeficienţii tensorului metric. Porma biliniară polară 
corespunzătoare ei este Sp(P punotul aupent pe 8). Mat mult, această 
formă pătratioă e pozitiv definită ,Intr-adevăr, E(u,v) >0 pentru orice 
(u,v) &D, din definiție, iar 


B(uv) G(u,v) = T2(a,) = | aEa,wf? 3 (u,v) | Ps 


(Bu, 2, >>0 A 
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Conform observaţiei de la prop.1 din capitolul IX, expresia B(u,v)a(u,v)- 
- 72(u,v) s-ar putea anula dacă şi numai dacă veatorii [102] şi 


QEu,w) ar fi liniar dependenţi, ceea ce e exolus, : 


Definiţie, Forma pătratiocă pozitiv definită 


B(u,v) au? + 2P(u,v)ău ăv + G(a,v)ăv? 


so numeşte prina formă fundamentală a suprafeţei 8. 


Schimbină parametrizarea suprafeţei: 


(9) Fe Ela 2 xl + alai T+ sala) 


. (ap) ED SE 


[a 


se sohimbă şi baza în spaţiul tangent în punotul P fixat la 8, sohinbare 
ce se efeotuează ou ajutorul relaţiilor (11), 82, Coefioienţii primei 


forme fundamentale se vor transforma după legea bine cunoscută din teoria 
formelor pătratioce: 


00) Balast) = Bam BAD? + 2Cauv) B8 88. + ala») (a? 


PaluarYa) = Buy) A 30 e ru CR DE e A de 
+ G(u,v) Er EA 


u(mrra) = Base) (Ș)? vartu,r) 99 DE + acum z 

| 
(formule ce puteau fi obţinute şi prin calcul direot). Folosind noţa- 
Ştile u! = u Fă u2 =.v, ul = 4 u2 = Yu precun şi Si Cava) , 


1,4 = 1,2 pentru coefioienţii tensorului mptrio în noua bază, relaţiile 
(10), se pot sorie sub forma restrinsă: 
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k s 
(10) mt Cal 42) = pg(u 02) măi e] (ad, u2) 


(k gi s fiină indici de sumare şi luînd valorile 1 şi 2) 


Pe de altă parte, avea: 


a 
(a) du, = Fa (upv)du + pe (u,v)âv 


' av av 
âv, = Sa (u,v)du + Ziua 


os sînt ohiar formulele de transformare a coordonatelor unui vector 
tangent în P la 8 la schimbarea bazei, Atunoi, 


(a2) as? = B(u,v)au? + 22(uv)ău av + G(u,v)av? = 
a Bas Yaul + 20 (au âv, + Gapo) ara 


Cu alte cuvinte, prima formă fundanentală a unei suprafeţe este un inva- 
riant la o transformare de coordonate curbilinii su „ Be veriti- 


că de asemenea imediat că ca e invariantă şi la o transformare de coor- 
donate carteziene în spaţiul Bz) (întruoîb 1a aceste transformări sînt in- 
variante produsul scalar a doi veotori şi norma vectotilor), 


. Cu ajutorul primei forme fundamentale a unei suprafeţe se poa- 
te calcula lungimea oricărei curbe simple situate pe suprafaţă, De exen- 
plu, pentru curba f: F= Fu(t),v(t)) ter, lungimea arcului cuprins 
între t, și t)EI, t, ct, va £i dată de velaţia 


t t : y 
1 1 
(23) a -( da = | ECu(t) „v(t)) (de) )2szecuce) „vct)) It DĂT(+ - 
t 
2 


to 


+ acute), ve) (de) Zar 
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sau, cu notațiile introduse mai sust 


ti ri j 
(231) a = | | es (ate) tes )ăt-ce) go a 


to 


In particular, dacă curba considerată e una din curbele 


coordonate 


1 
p 1 T = Eluv) sau P Fa Suv) 
o o 


atunoi dv = O în primul cas, respectiv du = 0 în al doilea, astfel că 
ile u ă 
s = B(u,v du pentru p 
) 
(14) 
Y > 
sp = G(uv)âv pentru pă 
Y 
o 


Rxemple. 1). Planul 62 parametrizat print 
Pauli tuv ea 


are în orice punct vectorii tangenți E 07) - î, 3ftu,v) - 3, 

Deoi R(u,v) = 1, P(u,v) = 0, atu,v) = 1, astfel ok prima formă fundanen- 
tală pentru plan este: | 5 

i da? au? + ave 

2) Cilindrul oiroular (ou exoepţia unei generatoare) parane= 


trizat prin 


T= BR oosu + sinu ] + vE ;  Osuc2 
= vea 
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ane în orice punot veotorii tangeaţi QE(u,v) = -8 sin ul + 8 ocs u] 
si Bf = E. Deot B(u,v) = sa, 2(u,v) a 0, G(u,v) = 1, astfel că 
prina foraă fundamentală pentra oilinâru cate: 


da = mau? + av? 


3). Bfeza ou contnul în origine de ază R (ou exoepția unui 
senicezo) paramteisată prin: Fo» R gin Goos fl + A sinaia f]+ 


e E oma, 0c0< 7, o0« cp< all are veotorii tangenţi în panoțul curent 
Ne, = R cos 0 cost + a cos Goian P]- Bin 


ÎN cos) n <a en ontaqT e nota Boca 0] 


Desi, (0 „Bt, ne,e) . 0, a(0,(7) = 82 min28 iar prina formă 
fundamentală pontru sfesă este: 


da? = mâ(a0â, sin 02a 2) 


9naervatia: Absoluţ analog se definește prima formă fundanen- 
tală a unei hipersuprațețe simple zegulate de clasă O0r(k 92) din FA 


Bi Pau, ue (opeeecsusp)enatri 
Ba ș forma diferențială păteatioă: 


stu) aul aul | 
considerată pe spațiul tangent în P 1a 8, 1,8, (esg(409 4,3 si 


sint eoatioteații Veanozalui metrio ta Dana T,(a) = 27 (4), 1dicană. 


Deci, alu) "Se, pad >, 1414, dansa. Dacă 
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Şt Ta Eu (0) apa (9) tel 
este o curbă pe S, vectorul tangent în punctul mobil R este 
E) = Bo age) 
iar pătratul elementului de aro: 


de? = |$w] 2 as2 Cena & 109) ât> a 


= s,g(u) aa aul. 


8. Unghiul a două curbe situate pe o suprataţă 


Pie 8 o suprafaţă simplă, regulată din 4 


8 F= Hu), (u,v) e ast? 
iar tf Eu) telsa, 
şi fa: Ta Ta(u(5), va(5)) esa 


două curbe situate pe suprafaţa 8, care treo prin punctul arbitrar dar 
fixat P(x(u,v),y(u,v),a(u,v)). Se numesc unghiul dintre curbele $, şi 
Ya (secante în P pentru o valoare bine determinată pentru t respeo- 
tiv E ) unghiul dintre veotorii tangenți în P la cele două curbe: 


i, 
zace) şi q* (5). Deoi, notînd cu 9 acest unghi, aven: 


at dă, 
] 2 
a) ocs $ „S 304 52 


leo] [2 co] 
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Polosind acum relaţiile (6) şi (7) din $3 obținea: 


j 4 
stauv) ce) dz) + Par alt) pBeai2(6) Dă) 


Li 4 d 4 
[acu tico + amagit) apte) + aa, age)? » 


dv dv, 
+ S(u,r) at) (%) 


4 Li 4 dv 
Ba zl 5)Arrta,r) a7Â00) aâ(b) + aan aâ(5 2 


(2) cos 8 = 


Putea considera însă veotori tangenţi în P la cele două curbe 
vectorii df,() şi a£.(5), Rotind atunoi cu: 


) d 4 
du(t) = gâce)at, av(t) = agitat 
4! d - 
Sa(5) = = Sv(5) areas 


obținea pornină de la (2) formula folosită de obicei pentru calculul 
unghiului LA) 


a ânăa+ P(âu Sv + Su dv) + Gv Sv 


Va da2ș2P du dv + 4 âv Y R5a2e2P3aăv + 057 


(am omis argumentul pentru a simplifica sarierea). 


(4) os 9 - 


Qurbele t. pi ba vor ei outogonale în P dacă şi numai dacă 
|] ada + P(du dv + du âv) + G âvSv = 0. In particular, să considerăn 
curbele coordonate pe suprafaţa 8 ce trec prin punotul Po(x(up1Yo)+ 
T(ugsYo)s 3(upY4)) 


PE Rar) ai Pa Pe Bop), 
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Unghiul formaţ de ele în punotul P, va fi dat de formula: 
P(ug+Yp) . 


i ETER )G(uprYs) 


ce rezultă imediat, ţinînd cont de faptul că în acest caz du =0 şi 
Sv = 0, In particular, cele două curbe coordonate sînt ortogonale în 


(5) , cos 8 = 


” 


P dacă şi numai dacă P(upsY) = 0. Curbele coordonate vor fi ortogona- 
le în toate punotele suprafeţei dacă P(u,v) = 0 pentru orice (u,v)eD, 
fa acest caz voa spune că cele două fanilii de curbe formează o reţea 
ortogonală + 

De exemplu, pentru sfera cu centrul în origine şi de rază R 
parametrizările oa şi în exemplul 3 din $2 aven (9,7) = 0 pentru 
orice 0< 6<7 ,0<tp<-2J , Deci, cerourile paralelă și meridiane 
le formează o reţea ortogonală de curba coordonate pe sferă, 


$5. A doua formă fundamentală a unei suprafețe 

Proprietăţile unei suprafeţe care depină doar de prima fornă 
fundanentală constituie geometria intrinsecă a suprafeţei. Prima formă 
fundamentală a suprafeţei nu ne furnizează însă suficiente informaţii cu 
privire la comportarea sa locală, Acesta e motivul pentru care se intro- 
duce aşa cun vom vedea o a doua formă diferenţială pătratică: 


Fie S o suprafaţă simplă regulată de clasă ck(k >2) 


JE Bi Ps Fuv)  , (uvenst? 
iar P(x(u,v), z(u,v), a(u,)) un punct arbitrar dar fixat pe 8. Vecto- 

rii bazei din spaţiul tangent 775, h(u,v) = 22 Cuv) şi i Bo(upv) = = i 
E, (u,v)x Ea(upv) 


= QEta,v) împreună cu versorul normalei în P la 8, î ——————— 
: Rai (us [&2(a,v)] 
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formează o bază în 2. In acest mod puten obţine în fiecare punot al 
- 


suprafeţei un reper direct mobil, Vom folosi în continuare notaţiile: 


F* 2: 
Bauarv) = Zau) 


2; - fo 
(Bala e Eta Oaza = Bata) 


2. 
Exatasv) = 2Etu,v) 
[=) v 


|Baga] 1,4 a 1,2 reprezintă un sisten de vectori din 7; 27 sar 


în baza considerată se vor descompune sub forma: 


- L a 
(2 Bg) = Pag Eelasv) + Daglurw îp td = 2 


Formulele (2) se numesc formulele lui Gauss. 
Ne vom ocupa pentru început de coeficienţii bag(asv)s 1,d=2,2 
din formulele (2) despre care von arăta că formează. coeficienții unui 


pseudotensor dublu covariant pe 178. Menţionăm că 1%h <1,j<n sînt 


componentele unui pseudotenaor dublu covariant, atunci cînd la o schin- 
bare de bază a spaţiului vectorial de matrice A = (aa < sjca 2 
transformă după legea: 


&, = Em, at, G ua + E = sign (det A) 


Să considerăm în acest scop i nouă 'parametrizare pe 8: F= 


= Eat (ap EDa tar 


= u(uV) 
(3) Va: Mbsă (av) ed 


6oo 


dsteomorfisnul de clasă 0E (k 72) corespunzător schimbării de coordona 
te curbilinii, Deci, pentru orice (upsV) € D, aven: 


Fe (apr) 2 ECC) Vuza) 


Noua bază din 2p8, | zac eat acestei paranetrizări ti constitui- , 


tă din veotorii Esi (ag) = Dau d 9i DăCazrva) = 5% (uarYu ) 


(a) sînt oocordonatele curbilinii ale punotului fixat P în noua 


parametrizare), Am Stabilit în $2, relaţiile (11'), că schimbarea bazei 
e dată de: 


id, k ) 
nad su2) e B(ul,u2) eri (al, 00) e d-a dee 
unde ul .u, ue =v, a o. vă = Ve Derivînăd aceste relaţii în ra- 
port cu variabilele ul şi u2 obţinem 
ca 2 25% a i-a 
+) h = Ă a 
(4) 1 a Cr 00) za (a (u 2) Becul, u2 > au sa] (îi vu) 


- k s 
+ Beg(aluu?) Sr Cant) ir: (ul u2) 


Pe de alţă parte, ocefioienţii baga) | 1,3 = 1,2 se obțin 
din relaţiile (1) efeotuînd produsul scalar cu vectorul î 


5 bpglolra?) = Căpgtala?), > îns = 12 


In noua parametrisare aven analog 


(6) Dino) = CEEalui), ZE > ina = 12 


unde ng = E îp (E= £1) cohfora celor demonstra în $ 2, Intruoît, 
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N <a îpY= Cha îp>= 0 - 
obţinem din relaţiile (4) înmulţite scalar cu i-l Li 


au5 


“Vic, 
au Cupe u) 


(7 DE al uz E bya(uluu?) Era 


deo1, chiar formulele de transformare ale unui pseudo-tensor dublu ap- 


variant pe Tp8, 
De obicei, se utilirează următoarele notații pentru conponen= 
tele acestui pseudo-tensor: 
(8) ba(usv) = L(u,v) i 
bya(usv) = M(u,v) (oya(uuv) = bay(u,v)) 


baa( u,v) = N(u,v) 


Dacă Leg V a) LCR AI Nea Va) sînt componentele în noua bază, re= 


laţiile (7) se pot sorie dezvoltat, folosind aceste notații: 


La (grY) = E [um (88) + 2uCu,v), 2 30 2%. aut) <]. 


M(uv) = € [1cusw) L-A + MCu,v)( EA + EA îi + 
+ N(u,v) 2% 5, că ] 


Malaesia) = E [iu 28 Na + Zone) 89 37 + ncav) 8%] 


Pseudotensorul pus astfel în evidenţă în punctul Pes î] Ya 
* nota cu bpe Aplicația ce asociază fiecărui PES pseudo-tensorul dublu 00= 
variant bp este un cîmp de tensori pe $. Pentru un cuplu oarecare de vec- 


tori din 1,8, Ș= &h, + L-A şi îi = mă, + mzha von avea (considerînă 


(da. 22/a88 Fase.ar 


6o2 
de exemplu prima parametrizare pe 8): 
(9) bp(8 3) = bygtuw ăi = 


= L(u,v) Gym + M(uv) (Gaya +a) + 
+ N(uv) Gaa+ 


Definiţie. Forma pătrabică 


(lo)  L(u,”) au? + 2M(u,v) du âv + Buy) av? = bp(aF, 45) 


se numeşte a doua formă fundamentală a suprafeței 8. 
Observaţie. In definiţia de mai sus d e vector tangent în 
P la 8 de componente du și âv în raport cu baza considerată, 


La o schimbare de coordonate curbilinii pe suprafaţă, se de= 
monstrează imediat că aven: 


(a) L(u,v) au? + 2M(u,v)âu dv + n(u,v) ave . . 


= E [Ia(upovDăuă + Zu TD dagăva + Ru(oeevuDave ] 


ai a av, av 
unde da, = SE du e pa», vă = iduri âv , € fiind semnul 


determinantului funoţional al transformării, Deci, a doua formă funda- 


mentală e un invariant sau îşi schimbă doar semnul printr-o transforma= E 
re de odordonate curbilinii pe suprafaţă, după cun orientarea suprate= | ș 
ţei se păstrează sau se schimbă, De asemenea, se verifică imediat că ea - 


e un invariant la o transformare de ooordonate carteziene ortogonale 
în 63, 


Pentru coeficienţii L(u,v), M(u,v), N(u,v) ai celei de a doua | 
forme fundamentale a suprafeţei se pot obţine şi alte expresii, Mai pre= 


! 
/ 603 . 


„048; derivând să raport cu variabilele u şi v relațiile Că (uv), 


ul 0, < LACR v) îp(u,v) > = 0 obţinem: 


Lan) e Cure Bptam> e = Calu) , E Ca> 
(22) 


WCașv) = CEa(uv), îp(uv)>= = Clay), ri (u,m> = 

= = CBa(uuv), -- (u,v)> N 

Nav) = CEzalum iza, >a = Cita, SE uw)> 
Exemplu, Pentru cilindrul 


= RoonulsRainu + vE 0cu<âf, veR 


avea ; 
Cuv) E 3 == Rein u [+ Roosu] 
Bztu,w) - 2u,v) BR 3 
mil EC) a ftu,v) 
u,v) x (av! 
îtu,v) “i acră Acei = 008 i sin i 
E 0) == sinus cosu] ; 23 a =0 
Atunoi, | Y 


Iasr) » -Câam), BE cum > = -a 
Mar) = =<Euuv), 28 cum> = o 
Rupy) e - Cata), 27 up > o 


4 . 


astfel că a doua formă banii se reduce la -R auf, Mai. observăm 
Să în acest cas IN - W2 0 în orice punot de pe auprataţe simplă. 
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Aplicaţie, Pentru ca suprafața 
8: F= Eo,v), (u,vens Z? 


să fie un plan e necesar şi suficient ca a doua formă fundamentală să fie 


identic nulă. Fi 
Intr-adevăr, ecuaţia parametrică a unui plan fiind de forma 


Tori 


unăe *» î, D eînt veotori constanți (8,5 necolineari) aven în orice 


E: ÎN cadă 


şi deci, L=-Uu=N=0 


punct: 


Reciproc, să preaupunen că L=:M=N=0, 
Atunoi, 


CBE, 2E>--u-o 
<A A -u-o 


(Ă veraorul normalei în punctul curent la suprafață) de unde rezultă 
că E: = 0 căoi în caz contrar ar 4 veotar perpendicular pe plarul 


tangent, ceea ce ar contrazice faptul că <ă, zi> = 0. Analog rezul- |. 


ta 2-0. 
Dar atunoi 3; <AE-E >= De < BE-E >= 0 și deci, <a Ei > 
constant, Cum se anulează pentru £ = Toy rezultă că < BEE >= 0, 


ceea ce reprezintă ecuaţia unui plan, 
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Observaţie, Pentru o hipersuprafaţă simplă, regulată din 
i 
Si E= Eu), ue (apoape osti 


cea de « doua formă fundanentală se pune în evidenţă absolut analog, 
pornind de 1a reperul mobil în PeS constituit din vectorii Bu (u)see 
sevBoop(u), Îp şi folosind formulele lui Gausei 


î pr i 
ag) = Pagta) Esau) + bag) în 26idsn-a 


ande E, tu) a (0) ciuma, 


Gagu) 164,4 & nl vor £i ohiar coeficienţii celei de a doua forne 


fundamental» 


bag(u) aut auj 
ei fiind calculați ou ajutorul relațiilor 


bag) = CBg(o), îp>= - o, 2 (> asissna 


S Să facem acum cîteva precizări cu privire la ocefici tă 
Pagluw) în n1,2 data formulele 1ui Gauss (2). Ianulţină scalar 


aceste relații ou Eu, 8 = 1,2 gi folosind faptul că <hgohg>s L77I 


reprezintă ooceficienţii primei forme fundamentale, obţinem: 
02 Că, Bata>ef, ju Exalast)  tsdua = 1,2 


Pie (Cu 00) PR matricea inversă matricei tensorului 


metrio (apa (40Y)) e, a21,2+ Deci, 
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Di 
(aa) &PE(u,v) BgalusY) = d, ra = 1,2 
Din ultinele două formule obținea: ş 
r 
a5) Fa = Pau) Pag slav) O tă sase 


unde an notat 


(5) Tag au) = C Bagtae Baum > 


x 
Punoțiile [4ş p 9i [age îndik = 12 se numeno simbolii lui | 


Ohristoftel de prima, respectiv a doua speţă. Be verifică imediat că oi 
se pot exprima doar cu ajutorul componentelor otmpului tensoria] metric, 
respectiv ou a derivatelor acestora (sînt deci proprietăți intrinasoi 
ale suprafeței), Intr-adevăr, derivind relaţia sp gtuduu?) = 


- <ăplulu?), Ecaluu2) >, cal = u, u2 = v) dbținenm 
Ă a 
(17) i (a, u2) L < Eta u?), Eul u?) > + 


+ Că, va), Bal ,u?) PD 
de unde 


YU 4 964u..1 a. 298 1 a 
(ae) Dag tute) = 8 zi atat) + ZE caut) - 


28 
A ut) 
. a a , 
1 dk = 1,2 


iar din relaţiile (15) și (18) avem: 


me ci ma a 
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09) isa) = eta, aveti 2) + 2532 Calu?) 


0) 


ide a le 


I 
Pacen observaţia că Ti = ză „ Se poate demonstra că la o schimbare 
de coordonate curbilinii pe sopratfaţă: 


ae acul d) (ae denast 
ME = mf(ul, ue) 
(âeoi 1a o schimbare a bazei în 7p5 dată dei EX (ul, 42) = 


Eta u?) ESI (ul , u2)) imbolii 1ui Ghristoffel de a doua epeţă 
se Senatorul 4 legea: 


+ 3 2,8 î 2 
Pi [a 23 a 23, + Ex: sI 2u5 


k 
Se mai spune că ati ș ivdek = 1,2 formează coeficienții unei conexiuni 
Ainiare. 
De exemplu, pentru cilinârul 


Y = E(u,v) = R oos u[ + Risin u]+ vE 
4 
O<u<27, veR 
întruost g.(uv) = ECu,v)=R2, E.a(usYv) = F(u,v) = 0, gaa(u,v) = G(u,v)=0, 
” deoi toate derivatele coordonatelor tensorului metric sînt nule, Rezultă 


că în acest caz, simbolii lui Christotfel sînt toţi nuli în orice punct 
al“suprafeţei, 


6o& 


„86, Curbura normală 
Vom studia în continuare. curbura unei curbe situate pe o au- 


prafaţă, introducând noţiunea de curbură normală, Fig deci 


i F= E(u(s), v(a)) seJ A 


o curbă situată pe S ce trece prin punctul fixat P, curbă parametrizată . 

canonic. > Pi [i 
Fă - - 

Fie 427 


Bo) = (o) pi oa ra 
| de) 
da 


versorul tangentei, respectiv al normalei principale în punctul P ia 
curbă (8 bine determinat, corespunzător lui P). Gonforn primei formule — 


2: 
a lui Prânet, tie) = K(6) (5), K(s) fiină curbura curbei $ în e. 


Veotorul fi), numit veotorul accelerației în punotul P la auda 4 
si 


A 


se descompune în reperul mobil considerat în punotul P la auprafață 
format din vectorii B.(u,v), Ep(u,v) şi > sub formai 


7) ta) ș pe T fiu Ape = (a) 


unde pr T „respeotiv pr AL reprezintă proiecţiile pe spațiul tangent 
Tp8+ respootiv pe spaţiul normal (ape) (generat de Bp)e = 


Ne von ocupa în continuare de componenta din descompunerea 
1) situată în spaţiul normal, Aceasta va avea expresia: 


(2) «ti, îp > Ep = K(s)<R(a). î2) Bp = K(s) aer îp . 
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“unde am notat cu 9 unghiul format de versorul normalei în P la supra- 
faţă ou versorul normale! principale în P la fa 


Definiţie. Pie fi — sst? o curbă parametrizată cano- 
nic situată pe suprafaţa 8. Funoţia K 2 JI —— BR definită prin relaţia: 


G) K(8) = < tico), î> 


se numeşte curbura normală a curbei 4 în punctul P. 
Din formula (2) rezultă că E,(s) = K(s) cos 0 , Ne propunem 


în cele os urmează să exprimăm curbura normală ou ajutorul celor două 
forme fundamentale ale suprafeţei. Derivînă în raport cu s relaţia 


Eco) = Basm dica) + Ecuw) (les) 


obținea 
2 . 
(6) fe) = Baa) (e)? + aBa(asw) fo) făce) 
SA ] 
+ Baalauv)(QEta))? + By Cuuv) to) + Ba(uv) = (a) 


ou notaţiile introduse mai sus. Folosind acum formulele lui Gauss de re= 


prezentare a vectorilor E guuv)s 1,4 = 1,2 obţinem 


(5 tite) - [ao + Mitac Sica) + 2Figa Sula) ds) 
2 A S 
Fete et utao + [o + Țaaaumc fe)? 
2 
+ zu us) 109) + Ca ro? TCu,v) 


* [aaa rdăta))2 + zou2usv) dice) (ae Poz(anvD(âita))?] 3; 


i e e PU, E [3 
„o fin « [So «Pad ga ce) : 20)) îtauv) 


La 


oloaină notaţiile u! = u, ue = y aceste relații pbt “21 sorina sub forma 


comprinată: 


[i 


ih Li 
+ atu?) guio) d-(5)) îp 


Din relaţia (3) şi (5!) rezultă acun expresia curburii normale a curbei 
Y în punetul Pi. 


1 
(5 Byte) = byptalua?) fite) fica) = zar) dă (0)? 


seutauv) (ca) ca) + nave ca)? 


- 


sau AFP 


L(apv)ău? + 2u(upv)da ăv + N(u,v) av? 


as? 


iar întruoît as? a B(u,v) du? + 2P(u,v)âu dv + acu,v)av?, obținea în 
Pina: Ai, : 


Kp(8) = 


L(ayv)âu? + 2M(u,v)âu dv + N(u,v) av? 


0 Ma. al Cupv)aue + 2P(u,v) du dv + Gap v)avE 


Deci, K,(5). se exprimă cu ajutorul celor două torme fundamentale ale su- 
prateei. | sia 
“Observăm că membrul drept al formulei depinde de coordonatele 
u,v ale punctului curent P de pe suprafaţă și de direoţia tangantei în 
P ia oarba $ + Resultă că, dacă ff şi sînt două curbe pe suprafa- 
- a 8 tangente în P, ele au aceeași curbură normală iar contora formulei 
(2) y 


4 su 
(8) . K oos 6 =E' 005 9! 


unâe E respeotiv E! sînt ourburile celor două curbe în P iar 0 respec- 
tiv 9 unghiurile formate de normala la suprafaţă ou normalele prinei= 
pale în P ale celor două curbe. Din relaţia (8) rezultă că unghiurile 

9 i 0“ sînt ori amîndouă ascuţite, ori amîndouă obtuze (E gi E! fiind 
pozitive), Dacă cele două curbe tangente în P au acelaşi plan oscutator 
diferit însă de planul tangent la suprafață (cas în care 9 = 9! 3, 


normalele principale în P au acecași direoţie, deci 0 = 9' sau 

9. 7-0. In al doilea cas însă cele două unghiuri ar fi unul as- 

cuțit, celălat obtus, oeea ce e exolus. Rămîne singura posibilitate 
9.8 » deoi versorii celor două normale prinoipale coincid. Mai mult, 

în această situaţie, K = K'. In particular, acest luoru se întîmplă oînd 
4 este seoțiunea plană a suprafeţei prin planul osculator al curbei 


$ ae. 
Pia 


go 


Inseannă că studiul curburii curbelor situate pe o suprafață ae reduce 
la studiul curburii curbelor plane ale paie lea 

Pie scun si o curbă plană a suprafeței 8 ce trece prin P. 
Curba plană 4, obținută interseotină suprafața cu planul ce conţine 
tangenta în P la f şi normala la suprafaţă în acest punot numită se0- 
Viune normală. Ea are aceeași tangentă în P oa și curba 4, deci acesaşi 
curbură normală. Mai mult, direoţia normalei principale a curbei ff, în 
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punctul P e acelaşi cu cea a normalei la suprafaţă, astfel încît curbura 
secțiunii normale în punctul P este + Kpe (Semnul "+" corespunde cazu- 
lui cînd versorul normalei principale în P la d şi al normalei la su- 
prafaţă coincid, iar "-" oînă cei doi versori sînt opugi) e Curbura nor- 
mală e deci pozitivă sau negativă după cun curba si n are conoavitatea 
spre partea pozitivă sau negativă a normalei la suprafaţă (ştiut fiind 
faptul că o curbă plană are concavitatea spre partea pozitivă a norma- 
lei). De remaroat faptul că, ourbura normală e invariantă atît faţă de 

o transformare de coordonate carteziene ortogonale, cît A faţă de o 
transformare de coordonate curbilinii pe suprafaţă, Acest luoru rezultă 
fie din invarianța celor două forme fundamentale, fie din faptul că re- 
prezintă în modul chiar curbura secțiunii normale, ce nu depinde de sis- 
temul de coordonate carteziene folosit şi nioi de sistemul de coordonate 
curbilinii de pe suprafaţă. 

Puten studia variaţia curburii normale în P la suprafața 85 , 
rotind planul secţiunii normale 4 în jurul normal6i în P la 8 (în- 
truocît K va depinde doar de direoţia tangentei în P). Ne putem da ast- 
fel seama de forma suprafeţei într-o vecinătate aufioient de restrânsă 
a punotului P. Se cercetează în primul rînd dacă există tangente prin P 
pentru care curbura normală să fie nulă, respectiv 


L(u,v) au? + 2M(u,v) du âv + N(u,v) av? =0 


Ecuația fiină de gradul doi: în raport ou Er (care indică ohiar direcţia 
tangentei), dacă L(u,v) R(u,v) = M2(u,v)<o von avea două soluții deo 


două tangente la suprafaţă pentru oare curbura normală e nulă. Acestea 
se numesc tangente (direcţii) asimptotioce. Dar dacă L(u,v) N(u,v) = 

- u2Cu,v) < 0, cea de a doua formă fundamentală a suprafeţei e o formă 
pătratică nedefinită, "putind lua deci atît valori pozitive oît şi ne- 
gative în vecinătatea punctului considerat. Intrucît prima formă funăa- 


îs - 
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mentală a suprafeţei e pozitiv definită, rezultă că în vecinătatea lui P 
curbura normală poate fi atît pozitivă oît şi negativă, Cu alte cuvinte, 
în acest caz unele secţiuni normale au concavitatea de o parte a planu- 
lui tangent în P, altele în cealaltă parte a sa. Un astfel de punot se 


numeşte punot hipexbolio al suprafeţei. Dintre ouaârios, hiperboloidul 


ou o pînză și paraboloidul hiperbolio sînt suprafeţe pentru care toate 


punctele sînț hiperbolice, 


Dacă L(u,v) N(u,v) = M2(u,v) = 0, tangentele asimptotice sînt 
confundate. Cea de a doua formă fundamentală păstrează acelaşi sem 
(semnul lui L) astte] încît toate seoţiunile nornale (diferite da cea 
pentru care tangenta în P erte tangenta asimptotică dublă) au oonoavi= 
tatea de aceeași parte a planului tangent. Punotul P se numește punot, 
parabolio al suprafeţei. Dintre ouadrice, cilinării şi oonurile au toa- 
te punctele parabolice, 

In sfîrşit, dacă L(u,v) N(u,v) = M2(u,v)>0 tangentele asimpto- 
tioe în P sînt imaginare, A doua formă fundamentală păstrează semnul 
constant (semnul lui L), deoi curbura normală are acelaşi semn “ăia 
toate seoţiunile normale în P. Acestea au deci toate, ooncavitatea în 
aceeași parte a planului tangent. Spunem că suprafaţa e convexă în P 
iar P se numeşte punot eliptio al suprafeţei. Dintre cuadrioe, elipavi- 
dul, hiperboloidul cu două pînze şi paraboloiâul eliptio sînt suprafeţe 
pentru oare toate punotele sînt eliptice, 

In conoluzie, curbura normală ne furnizează informaţii cu pri- 
vire la forma suprafeţei în vecinătatea fiecărui punot al său, 

Prin analogie cu noţiunea de 'ourbură normală se introduce no= 
Yiunea de curbură geodezioă Bau tangenţială în punctul P la curba Va 
de pe suprafaţa 8, prin relaţia: 


(9) __ Eg(8) = K(8) sin 6 
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unde K(a) este curbura curbei în P iar 8 unghiul format de normala 
Detuoinală a curbei în P cu normala la suprafaţă, 

Din modul în oare a fost definită, curbura geodezioă într-un 
punot P al unei curbe $ de pe suprafaţa 8, ea e egală ou curbura pro- 
ieoţiei ortogonală ta curbei a pe planul tangent în P la supra- 
faţă. Observăm că pentru 0 = 0 sau 8 = 7 curbura geodezic e nulă 
In acest caz, normala principală a curbei are aceeaşi direoţie ou norma- 
la la suprafaţă. Deci, planul osculator al curbei în P conţine normala 
la suprafaţă. Vom vedea că prin această propriatate se caracterizează 
o categorie foarte importantă de curbe situate pe o suprafață, nunite 


geodezice, 
$7 . Geodezice 
Definiţie, Pie 
3: F= E(u,v) (u,v) e ns t2 


o suprafaţă simplă regulată, de clasă o0KCe 32). 0 curbă paranetrizată 
Pi1—s ss 


pi F= Eult),v(t)) ver 


se numeşte geodezică a suprafeţei 8 dacă în orioe punct a1 său veotorul 


accelerației 3 (t) e oolinear ou vectorul normal la suprafaţă. 


Deci, o goodezică se daraoterizează prin faptul că planul 
„osculator în orioa punot conține normala la suprafaţă, 

O primă observaţie pe cars o putem face e aceea că noţiunea 
de geodezică depinde de paranstriaarea curbei, Într-adevăr, făcînd o 
Bohimbare de parametru h i I! —1 gi notind F'(t') = F(n(t')), t'sr', 
aven: 


AIE 


| sia, 
Ea AUD = tu [ a, (e)2 . to 22, (e) 


(t = nt), t'6 11). Deci ie curbă paranetrizată va fi tot o gendezi- 
0. dacă E = 0 aâidă h e o transformare afină . t = bt!) = atted, 
a,b EA, Din acest motiv parametrul pe geodezioă se mai numeşte para 
metru afine j i 
Exemple. 1), Dacă suprataa s ocattin un segment de dreaptă 


y 


7 = î+ bt, tel atanoi acesta e o geodezi pe 8, Intr-adevăr pentru 
2 
orice tel, îsi (4) m 0 astfel încît «2 ww, pă O oricare ar 


fi îi veotor tangent (în punotul corespunzător) la 8. 


2). Bio în 7 oilinârul 9 dat de ecuaţia 2 + a ae 


carta 4 — sst?, E 


At) = (oon(at + b), ain(at + b), ot + d),  teR 


s situaţă pe oilinâru pentru orice a,b,0,d€R, Veotorul accelerației 


în punotul curent al curbei P, este: 


Fie 08) = =a2 cos(at+b)i = a2ain(at+b)] j 


Pe de altă parta, vsotorul normal la suprafaţă în punotul P este: 


Ep = cos(at + b)I + sin(at+b)] 
; ) 


Deci, E 0) e colinear cu normala în orice punct de pe curbă, iar 


curba, oare e o elice, e o gsodezii a oilinârului considerat. Vom vedea 
că are 100 gi o afirmație reoiprocă, 
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Propoziția 4. Dacă curba paranetrizată 


pi Fa T(u(t), v(t)) ter 


este o geodezică a suprafeţei 8 : £ = f(u,v), (u,v)ens 42, atunoi ă 
vegtorul viteză Ei ($)_are lungimea constantă de-a lungul curbei Pe 
Demonstraţie, Pentru orice t SI aven: 


ș 2. 
4|8w[2= % <Ew, Soy 243 (0, Po o 
A 10 
deoarece E 105) 1,5 iar tă e 1. (2 punot mobil pe 4). 
In continuare von pune în evidență ecuaţiile geodeaioalor unei 
suprafeţe, Să presupunen deci că $: F= î(u(t), v(t)), ter este o gso= 


dezică a suprafeţei simple 8 : 7 = T(u,v) (u,v) €eDs ga, Soriină pentru 
această curbă relaţiile (23') din $6 avea: 


2 pd pistă 4 k 
E =:03) - [iz + Catuu2) dac) eo Bal, u?) + 
dr dt Îk 
cu 29 audeeu aut 
+ [asc „u2) dace) e] î 
(unde ul = u, u2 = v), Cum | Bu, Balas) | formează o bază în spa» 


iul tangent 175 , £ este o goodezică' dacă şi numai dacă satisface soua= $ 
țiile diferenţiale: E 4 
4 


24 1 
[€9) aa E > 4-0 ie 1,2 


Se demonstirează că forma ecuaţiilor diferențiale de mai aus e aceeaşi 
dacă se sohimbă parametrizaxea suprafeţei, ă 
| 
| 
| 
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Deoi, pentru a determina geodoaicele unei suprafeţe simple, 
va trebui să rezolvăm sistemul de ecuaţii diferenţiale (1). Din teoria Ă 
ecuaţiilor diferenţiale rezultă că pentru orice pes şi Yoe2p 8 exia- 


+7 
ță un interval deachis ISE, OEI şi o unică geodezică fi I—-8ef? 


Spa Sa Eult)uv(t)), tEI anttel ca E, = E(u(0),v(0)) să £ie chiar 
veotokul de poziție al punotului P, iar 4E(0) = Ti. ! 


- "Observaţie, 0 pedorietate remaroabilă a geodezicelor unei ] 
suprafeţe e accea că ele sînt extremele ale lunginilor aroelor de curbă | 

de pe suprafaţă ou extremități fixate, Această proprietate coate uneori 

luată ca definiţie, 


Aplicaţie, Me propunen să arătăm că geodezicele unui oilin- 
dru : lie 


| 8: î= oosul+ sinuj+vk 0<u<2n | 
. vea 4 


sînt alice. Aveam 
Zâuuv) = = sin ul ocosu] în să + 


Ș E 07) E 


B(a,v) =|2E ca, | 2.1, (av) = <a, 9), 3: (u,9)> - 
= 0, G(a,v) =] Bu [2 = 1, Rezultă că - 
, N 
D DE. 22. 99-0 şi 123 27.29.0 


i „Dar în această situaţie, simbolii 1ui Christoftel de a doua apeţă vor 
fi nuli. Biatemul de ecuaţii al geodezicelor (1) se reduce la: E. 1 


dy dă | 
fi o y m fl $ 4 4 


deo 
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sistem ce aduite soluţia generală u = attb, ve ot+ d, cu a,b,c,d 
constante reale, Geodezicele oilinărului vor fi deci: 


4: E = cos(ateb)i + sin(at+b)j + (ot), teR 


Analog se poate stabili că geodezicele unui plan sînt drep- 
tele planului. 

Geodezicele intervin într-o problemă de dinamica punotuiui na» 
terial, Să presupunem că un punct material de masă m asupra căruia nu 
acţionează forţe exterioare se mişcă pe o suprafaţă, Bouaţia mișcării 
acestui punot este mă = F unde a este acceleraţia iar ÎI reaoţiunea, nor 
mală la suprafaţă. Deci, & e normală la suprafaţă, Se ştie însă că aoce- 
leraţia e situată în planul osoulator la curba desorisă pe suprafaţă de 
punctul material, Rezultă că planul osculator în orice punot conţine 
normala la suprafaţă, deci curba descrisă de punotul material este o 
geoădezică, ; 
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